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УДК 514.75 

 

Г. Матиева 

(Ошский государственный университет) 

 

О ПЛОСКИХ СЕТЯХ n-МЕРНОГО 

ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА 

 

В области n-мерного евклидова пространства nE  

рассматриваются p-мерное распределение p  и орто-

гонально дополнительное к нему  pn  -мерное рас-

пределение pn . С помощью этих распределений 

определены плоские сети, доказаны необходимые и 

достаточные условия их совпадения. 

 

1. Пусть n-мерное евклидово пространство nE  отнесено 

к подвижному реперу )e,X( A


 , где X , 1eA 


 

 n...,,2,1C,B,A  . Деривационные формулы репера   

имеют вид: 

 ,eXd A
A

  Aed


= B
B
Ae


 .  (1) 

Формы 
B
A

A ,   удовлетворяют уравнениям инвариантности 

метрики 

 ,ggdg C
ACB

C
BACAB   

где BAAB eeg

  – ковариантные компоненты метрического 

тензора пространства nE , и структурным уравнениям 

 AD =
A
B

B  , .D B
C

C
A

B
A   

Рассмотрим в области nE  распределение 

 1np1p   и ортогонально дополнительное к нему рас-
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пределение pn . Векторы ie


  p,...,2,1k,j,i   репера   рас-

положим в подпространстве )X(p , а )n,...,1p,,(e 


 – в 

подпространстве )X(pn . При этом дифференциальные 

уравнения распределения p  будут: 

 
A

iAi  
,  (2) 

а так как )X(e pn 


, имеем 
Ai

A
i   . Дифференцируя 

тождество 0eei  


, получим 

  0gg j
iji  

 . 

Отсюда имеем 

 


  gg k
iki , 


  gg j

iji . 

Продолжив систему уравнений (2), получим 

 A
ijAij

k
ikj

k
jikijd  


 , 

 A
Aii

k
ikiid  


















 . 

Система величин  


  iij,  образует геометрический объ-

ект – фундаментальный объект первого порядка распределения 

 1p . При этом компоненты 


  iij,  образуют тензоры в от-

дельности. 

2. Пусть распределение p  несет ортогональную p-ткань, а 

распределение pn  – ортогональную )pn(  -ткань [2]. В прост-

ранстве nE  получим ортогональную сеть 
n . Единичные век-

торы Ae


 подвижного репера   направим по касательным к 

линиям полученной в точке Х сети. При этом имеем 

 ,a CB
AC

B
A    (3) 

  ,aa,a A
BC

B
ACiCiC  
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т. е. формы )BA( 
  – главные [3]. 

Рассмотрим вектор 

 A
AemM


 ,  (4) 

не принадлежащий распределениям p , pn . Дифференцируя 

равенство (4), применяя (1), (3) и учитывая, что ,mdm BA
B

A   

получим: 

 .e)amm(Md B
AB

CA
CB

A
B
A


  

Введем обозначения: 

 B
B
CA

CB
A

B
AA e)amm(a


 ,  (5) 

  
B
CA

CB
A

B
A

B
A amm  .  (6) 

Тогда имеем ,aMd A
A

  B
B
AA ea


  или ,aaMd i
i





  

  
 eea ik

k
ii


,  (7) 

  

  eea k

k 
.  (8) 

Матрица  B
A  определяет линейный оператор A пространства 

nE . Она имеет следующий вид: 

























i

kk
i

, где  k
i  – квад-

ратная матрица порядка p,    – квадратная матрица порядка 

(n-p),  i  – прямоугольная матрица порядка p)pn(  ,  k
  – 

прямоугольная матрица порядка )pn(p  . С помощью этих 

матриц определяются следующие линейные отображения:  

 :)X()X(:f pp1  i
iexx


 k
ik

i ex


  ; 

 :)X()X(:f pp2  


i
iex k

i
i

k ex


 ; 

 :)X()X(:g pnpn1   



 eyy ;ey 
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 :)X()X(:g pnpn2   



ey ;eyi
i 







 

 :)X()X(:h pnp1  


i

iex ;ex i
i 



 

 :)X()X(:h pnp2  


i

iex ;ex ik
ik 




 

 :)X()X(: ppn1   



ey ;ey k
k 
  

 :)X()X(: ppn2   



ey .ey k
k
i

i 
  

Легко видеть, что 

  .g,fhh,hg,hf 112112112112    

3. Мы имеем аффинор 
k
i  в подпространстве )X(p , аф-

финор 

  в подпространстве )X(pn . Пусть векторы p1 e,...,e


 

имеют собственные направления относительно аффинора 
k
i , а 

векторы n1p e,...,e


 - относительно аффинора 

 . Отсюда имеем 

 )ki(0k
i  ,  (9) 

 )(0 
 .  (10) 

Интегральные линии векторных полей e,ei


 определяют сеть в 

области .En  Обозначим ее через n

~
 . Аналитическими 

условиями, характеризующими сеть n

~
 , являются соотноше-

ния (9), (10). Найдем их геометрический смысл. Введем обо-

значения: 

     


  eanpq,eanpp iiXpn
ik

k
iiXpi


. 

Тогда iii qpa


 . Аналогично имеем ,qpa  


 где 

   

  eanpq,eanpp

)X(pnk
k

Xp


. 
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Если имеет место равенство (9), то векторы ip


 и ie


 коллине-

арны. Верно и обратное утверждение. Следовательно, (9) 

ii e//p


 . Аналогично (10)  e//q


. 

4. В подпространстве )X(p  имеем другой аффинор 


 i
k

, 

а в подпространстве   )X(pn аффинор 
i

i 
 . Пусть векторы 

ie


 репера   имеют собственные направления относительно 

аффинора 


 i
k

, а векторы e


 -относительно аффинора 
i

i 
 . 

Тогда имеем: 

 )ki(0i
k  
 ,  (11) 

 )(0i
i  


.  (12) 

В области nE  получим еще одну сеть. Ее обозначим через 



 n . Аналитическими условиями, характеризующими сеть 


 n , 

являются соотношения (11), (12). Выясним их геометрический 

смысл. 

Найдем образ вектора e


 в линейном отображением 

211 gh   и обозначим его через Q


: 

 


  e)e)(h()e(gQ i
i112





. 

Через Pi обозначим образ вектора ie


 в линейном отобра-

жении 112 hf  : 

 Pi = ki
k

i2 e)e(f
 

 . 

Легко видеть, что 

 (11)   Pi ie//


, (12)  e//Q


. 

Равенства (11), (12) можно истолковать и по-другому: 

  (11) ii1 e//)q(


 , (12) ,e//)p(h1 


 

так как Pi = ).p(hQ),q( 1i1  
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Естественно возникает вопрос: когда сеть n

~
  и сеть n

*

  

совпадают? Пусть n

~
  = n

*

 . Тогда векторы Pi, ip


 коллинеарны 

и  q,Q


 коллинеарны, т. е. 

 ).R,(., i
i

k
ii

k  



  

Отсюда имеем: 

 )e(g)e(g);e(f)e(f 12i1i2  


  (13) 

Обратно, если выполнены условия (13), то сети n

~
  и n

*

  

совпадают. Таким образом, доказана 

Теорема. Сети n

~
  и n

*

  совпадают тогда и только то-

гда, когда выполнены условия (13). 
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G. Matieva 

 
ABOUT FLAT WEBS 

OF n-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE 
 
In area of n-dimensional Euclidean space En is considered 

p-distribution p and the orthogonal additional to it 

(n-p)-distribution .pn  With the help of these distributions the flat 

webs are defined, there are proved the necessary and sufficient 
conditions of their coincidence. 




