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О некоторых тензорах  
6-мерных уплощающихся эрмитовых подмногообразий  

алгебры Кэли 
 

В данной заметке рассмотрены 6-мерные уплощаю-
щиеся эрмитовы подмногообразия алгебры октав. Вы-
числены компоненты тензора римановой кривизны, 
тензора Риччи и тензора Вейля конформной кривизны.  
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1. Геометрия 6-мерных почти эрмитовых подмногообразий 

алгебры Кэли развивается с 60-х годов прошлого века. Среди 
многих известных математиков, которые получили результаты 
в этой области, особо выделяются американский специалист 
Альфред Грей и отечественный геометр Вадим Фёдорович 
Кириченко. Именно В. Ф. Кириченко получил полную класси-
фикацию 6-мерных келеровых подмногообразий алгебры ок-
тав [1]. Отметим, что в обзоре [2] содержится значительная 
часть достижений в области геометрии 6-мерных почти эрми-
товых подмногообразий алгебры Кэли (естественно, кроме ре-
зультатов, полученных в последнее десятилетие). 

 
2. Напомним [3], что почти эрмитовой структурой на 

многообразии ܯଶ௡ четной размерности называется пара 
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ሼܬ, ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሽ, где J — почти комплексная структура, а ݃ ൌ 〈∙,∙〉 — 
риманова метрика. При этом J и ݃ ൌ 〈∙,∙〉 должны быть согла-
сованы таким условием:  

,ܺܬۦ ܻۧܬ ൌ ,ܺۦ ܻۧ, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с заданной на нем 
почти эрмитовой структурой называется почти эрмитовым. 
С каждой почти эрмитовой структурой ሼܬ, 	݃ ൌ -ሽ на многоۧ⋅ ,⋅ۦ
образии ܯଶ௡ связана так называемая фундаментальная форма, 
которая определяется равенством 

,ሺܺܨ ܻሻ ൌ ,ܺۦ ,ܻۧܬ 	 ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ. 

Почти эрмитова структура называется эрмитовой, если ее 
тензор Нейенхейса 

ܰሺܺ, ܻሻ ൌ
1
4
ሺܬଶ ሾܺ, ܻሿ  ൅   ሾܺܬ, ሿܻܬ  െ ,ܺܬሾܬ  ܻሿ  െ ,ሾܺܬ   ሿሻܻܬ

обращается в нуль, и келеровой, если ܨ ׏	 ൌ 	0.   
Известно [3], что в алгебре Кэли ۽ ≡ R଼ определены два 

неизоморфных 3-векторных произведения: 

ଵܲሺܺ,   ܻ,  ܼ ሻ ൌ െܺሺ തܻܼሻ ൅ ,ܺۦ  ܻܼۧ ൅ ,ܻۦ  ܼۧܺ െ ,ܼۦ ܻܺۧ; 

ଶܲሺܺ,   ܻ,  ܼ ሻ ൌ െሺܺ തܻሻܼ ൅ ,ܺۦ  ܻܼۧ ൅ ,ܻۦ  ܼۧܺ െ ,ܼۦ ܻܺۧ. 

Здесь ܺ,  ܻ,  ܼ ∈  ,۽ скалярное произведение в — ۧ⋅,⋅ۦ ;۽
ܺ → തܺ — оператор сопряжения в ۽. Если ܯ଺ ⊂  мерное-6 — ۽
ориентируемое подмногообразие алгебры октав, то на нем ин-
дуцируется почти эрмитова структура ሼܬఈ, ݃ ൌ   -ሽ, опредеۧ⋅ ,⋅ۦ
ляемая в каждой точке ݌ ∈  ଺ соотношениемܯ

ఈሺܺሻܬ ൌ ఈܲሺܺ,  ݁ଵ,  ݁ଶሻ, ߙ ൌ 1, 2, 

где ሼ݁ଵ, ݁ଶሽ — произвольный ортонормированный базис нор-
мального к ܯ଺ подпространства в точке p, ܺ ∈ ௣ܶሺܯ଺ሻ. Точка 
݌ ∈ ଺ называется общей, если ݁଴ܯ ∉ ௣ܶሺܯ଺ሻ, где ݁଴ — едини-
ца алгебры октав (см.: [1]). Подмногообразия, состоящие толь-
ко из общих точек, называются подмногообразиями общего 
типа. Все рассматриваемые далее подмногообразия ܯ଺ ⊂  ۽
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будем считать подмногообразиями общего типа. 6-мерное под-
многообразие ܯ଺ ⊂ -называется уплощающимся (чаще pla ۽
nar, реже flattening), если оно содержится в гиперплоскости ал-
гебры Кэли. Отметим, что понятие уплощающегося подмного-
образия алгебры октав ввели в рассмотрение В. Ф. Кириченко 
и М. Б. Банару [4]. Оказалось, что к числу уплощающихся от-
носятся все 6-мерные келеровы подмногообразия алгебры ок-
тав (которые, как мы упоминали выше, полностью классифи-
цированы В. Ф. Кириченко). При этом нужно непременно от-
метить, что известны примеры 6-мерных уплощающихся под-
многообразий алгебры Кэли с почти эрмитовой структурой, 
отличной от келеровой [5—7]. 

 
3. Более 40 лет назад В. Ф. Кириченко получил структур-

ные уравнения почти эрмитовой структуры на 6-мерном ори-
ентируемом подмногообразии алгебры октав (в репере, адап-
тированном почти эрмитовой структуре) [1]: 

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕ ൅ 

൅
1

√2
௛ܦ௔௛ሾ௕ߝ

௖ሿ߱௕ ∧ ߱௖; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔
௕ ∧ ߱௕ ൅

ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕ ൅ 

൅
1

√2
௛௖ሿ߱௕ܦ௔௛ሾ௕ߝ ∧ ߱௖; 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖

௔ ∧ ߱௕
௖ െ ቌ

1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ሾ௞ܦ௚

௝ሿ ൅෍ܶ௔ොሾ௞
ఝ ܶ௝ሿ௕

ఝ

ఝ

ቍ߱௞ ∧ ߱௝, 

где через ሼ߱௞ሽ обозначены компоненты форм смещения, через 
ሼ߱௝

௞ሽ — компоненты форм римановой связности. Здесь и далее  

߮ ൌ 7, 	8;  a, b, c, d, g, h = 1, 2, 3; 

ොܽ ൌ ܽ ൅ 3;  k, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

(1) 
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Как в [1] и [2], ߱௔ ൌ ߱௔ො . При этом 

௔௕௖ߝ ൌ ௔௕௖ߝ
ଵଶଷ,   ߝ௔௕௖ ൌ ଵଶଷߝ

௔௕௖ — компоненты тензора Кронеке-
ра порядка три; 

௕௚ߜ
௔௛ ൌ ௕ߜ

௔ߜ௚௛ െ ௕ߜ௚௔ߜ
௛ — кронекеровская дельта второго по-

рядка; 

௛௖ܦ ൌ ௛ܦ ,௛෡௖̂ܦ
௖ ൌ ௛௖ܦ ,௛௖̂ܦ ൌ  ;௛෡௖ܦ

௖௝ܦ ൌ ∓ܶ௖௝
଼ ൅ ݅ܶ௖௝

଻ ௖̂௝ܦ , ൌ ∓ܶ௖̂௝
଼ െ ݅ܶ௖̂௝

଻ , 

где ቄܶ௞௝
ఝ ቅ — компоненты  конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения 
подмногообразия ܯ଺ ⊂  .(см.: [1]) ۽

Если почти эрмитова структура является эрмитовой, то 
уравнения (1) принимают следующий вид (см.: [5; 6]):  

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔
௕ ∧ ߱௕ ൅

ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖

௔ ∧ ߱௕
௖ െ ቌ

1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ௗܦ௚௖ ൅෍ܶ௔ො௖̂

ఝ ܶ௕ௗ
ఝ

ఝ

ቍ߱௖ ∧ ߱ௗ. 

Эрмитово ܯ଺ ⊂  является уплощающимся в том и только ۽
том случае, если  

ܶ௔௕
଼ ൌ ௔௕ܶߤ

଻ ;			ܶ௔ො௕෠
଼ ൌ ௔ො௕෠ܶߤ̅

଻ ; ߤ			 ∈ ;ܥ  ߤ			 ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

Это легко можно объяснить следующим образом. Пусть  
6-мерное подмногообразие алгебры Кэли является подмного-
образием гиперплоскости в ۽. Тогда, если использовать язык 
линейной алгебры, ܶ௞௝

଼  и ܶ௞௝
଻  являются линейно зависимыми в 

каждой точке подмногообразия ܯ଺. Обратная цепочка рас-
суждений также достаточно очевидна. Заметим лишь, что слу-
чай, когда хотя бы одно из значений ܶ௞௝

ఝ  обращается в нуль, 

(2)

(3)
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мы из рассмотрения исключаем. Как было уже отмечено вы-
ше, к числу уплощающихся относятся и 6-мерные келеровы 
подмногообразия алгебры Кэли (это соответствует случаю 
 ߤ ൌ ݅ ൌ √െ1 [5]). 

Важнейшую роль в геометрии почти эрмитовых многооб-
разий играет тензор римановой кривизны (тензор Римана — 
Кристоффеля). Во многих статьях цитируется утверждение 
Альфреда Грея, высказанное им почти полвека назад, о том, 
что «ключом к геометрии почти эрмитовых многообразий 
служат тождества, которым удовлетворяет их тензор римано-
вой кривизны» [8]. 

Сопоставляя структурные уравнения Картана общего вида  

݀ ߱௞  ൌ  ߱௝
௞  ∧  ߱௝; 

݀ ߱௝
௞  ൌ  ߱௠

௞  ∧  ߱௝
௠  ൅  

1
2
 ܴ௞௝௠௟ ߱௠  ∧ ߱௟ 

со структурными уравнениями (2) и принимая во внимание 
соотношения (3), мы получаем такие значения для четырех 
компонент, определяющих тензор римановой кривизны (ос-
тальные 12 компонент могут быть выведены из них с исполь-
зованием свойств симметрии этого тензора): 

ܴ௔௕௖ௗ  ൌ  0 ; ܴ௔ො௕௖ௗ  ൌ  0 ; ܴ௔ො௕෠௖ௗ  ൌ  0 ; 

ܴ௔ො௕௖̂ௗ  ൌ െ 2ߤଶܶ௔ො௖̂
଻ ܶ௕ௗ

଻ . 

Напомним [9], что тензором Риччи риманова многообра-
зия называется тензор с компонентами 

௞௝ܿ݅ݎ  ൌ  ܴ௠௞௝௠. 

Ввиду вещественности этого тензора достаточно найти 
только компоненты ܿ݅ݎ௔௕  и ܿ݅ݎ௔ො௕ . 

Получаем такой результат: 

௔௕ܿ݅ݎ   ൌ  0; ௔ො௕ܿ݅ݎ			  ൌ   െ2 ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻  ܶ௖௕

଻ . 
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Наконец, приведем значения спектра тензора Вейля кон-
формной кривизны. Этот тензор, как известно [9], определяет-
ся следующим образом: 

௜ܹ௝௞௟  ൌ  ܴ௜௝௞௟  ൅  
1

݊ െ 2
 ሺܿ݅ݎ௜௞ ݃௝௟  ൅ ݅ݎ  ௝ܿ௟  ݃௜௞  െ ௜௟ܿ݅ݎ   ݃௝௞ െ 

െ ݅ݎ ௝ܿ௞ ݃௜௟ሻ  ൅  
ܭ

ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ
 ሺ݃௝௞ ݃௜௟  െ  ݃௝௟ ݃௜௞ሻ. 

Здесь через ݊ обозначена размерность многообразия, через 
 .его скалярная кривизна — ܭ

Как и в случае с тензором римановой кривизны, исходя из 
свойств этого тензора достаточно найти только компоненты 
௔ܹ௕௖ௗ , ௔ܹො௕௖ௗ , ܹ௔ො௕෠௖ௗ , ௔ܹො௕௖̂ௗ , которые полностью его опре-

деляют.  
Получены такие значения: 

௔ܹ௕௖ௗ  ൌ  0; 

௔ܹො௕௖ௗ  ൌ  0; 

ܹ௔ො௕෠௖ௗ  ൌ  െ 
ଶߤ

2
 ൫ܶ௔ො௛෡

଻  ܶ௛௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௔ߜ   െ ܶ௔ො௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௕ߜ  െ  

 െܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛௖

଻ ௗߜ 
௔ሻ ൅

௄

ଶ଴
௖ௗߜ 
௕௔; 

௔ܹො௕௖̂ௗ  ൌ െ  2 ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻  ܶ௕ௗ

଻  ൅
ଶߤ

2
൫ܶ௔ො௛෡

଻ ௕ߜ  
௖ ൅  ܶ௖̂௛෡

଻ ௗߜ  
௔൯ܶ௛ௗ

଻ ൅   

൅ 
௄

ଶ଴
௕ߜ 
௖ ௗߜ 

௔ . 

Соберем результаты воедино в таблицу классических тен-
зоров 6-мерных уплощающихся эрмитовых подмногообразий 
алгебры Кэли.  

 
Тензор Спектр тензора (компоненты, определяющие тензор)

Тензор римановой 
кривизны 

ܴ௔௕௖ௗ ൌ 0, 	ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ 0, ܴ௔ො௕෠௖ௗ ൌ 0, 

ܴ௔ො௕௖̂ௗ  ൌ െ2ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻ ܶ௕ௗ

଻  

Тензор Риччи ܿ݅ݎ௔௕ ൌ 0, ௔ො௕ܿ݅ݎ		 ൌ െ2ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻ ܶ௖௕

଻  
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Тензор Вейля 
(тензор конформной 
кривизны) 

௔ܹ௕௖ௗ  ൌ  0, 	 ௔ܹො௕௖ௗ ൌ 0, 

ܹ௔ො௕෠௖ௗ  ൌ  െ 
ଶߤ

2
 ൫ܶ௔ො௛෡

଻  ܶ௛௖
଻ ௗߜ 

௕  ൅ ܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௔ߜ   

െ ܶ௔ො௛෡
଻  ܶ௛ௗ

଻ ௖௕ߜ   െ ܶ௕෠௛෡
଻  ܶ௛௖

଻ ௗߜ 
௔൯   ൅ 

൅ 
ܭ
20
௖ௗߜ 
௕௔, 

௔ܹො௕௖̂ௗ  ൌ െ  2 ߤଶ ܶ௔ො௖̂
଻  ܶ௕ௗ

଻ ൅ 

 ൅
ଶߤ

2
൫ܶ௔ො௛෡

଻ ௕ߜ  
௖ ൅ ܶ௖̂௛෡

଻ ௗߜ  
௔൯ܶ௛ௗ

଻ ൅   

൅ 
ܭ
20

௕ߜ
௖ ௗߜ

௔ 

 
Обратим внимание на то, что вычисленные компоненты 

тензора Вэйля позволят исследовать так называемые кон-
формные аналоги тождеств Грея из [8]. Вычисленный спектр 
тензора Риччи, естественно, может послужить основой для 
изучения условий, при которых различные виды 6-мерных 
уплощающихся эрмитовых подмногообразий алгебры октав 
являются многообразиями Эйнштейна. 

 
Список литературы 

 
1. Кириченко В. Ф. Классификация келеровых структур, индуци-

рованных 3-векторными произведениями на 6-мерных подмногооб-
разиях алгебры Кэли // Изв. вузов. Математика. 1980. № 8. C. 32—38. 

2. Banaru M. B. Geometry of 6-dimensional Hermitian manifolds of 
the octave algebra // J. Math. Sci. (New York). 2015. Vol. 207, № 3. 
P. 354—388. 

3. Gray A. Six-dimensional almost complex manifolds defined by 
means of three-fold vector cross products // Tôhoku Math. J. 1969. 
Vol. 21, № 4. P. 614—620. 

4. Банару М. Б., Кириченко В. Ф. Эрмитова геометрия 6-мерных 
подмногообразий алгебры Кэли // УМН. 1994. Т. 49, вып. 1 (295). 
С. 205—206. 

5. Banaru M. B., Banaru G. A. A note on six-dimensional planar 
Hermitian submanifolds of Cayley algebra // Известия Академии наук 
Республики Молдова. Математика. 2014. № 1 (74). P. 23—32.  



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

54 

6. Banaru M. B., Banaru G. A. 1-cosymplectic hypersurfaces axiom 
and six-dimensional planar Hermitian submanifolds of the Octonian // 
SUT J. Math. 2015. Vol. 51, № 1. P. 1—9. 

7. Банару М. Б., Банару Г. А. Об уплощающихся 6-мерных эрми-
товых подмногообразиях алгебры Кэли // ДГМФ. 2017. Вып. 48. 
С. 21—25. 

8. Gray A. Curvature identities for Hermitian and almost Hermitian 
manifolds // Tôhoku Math. J. 1976. Vol. 28, № 4. P. 601—612. 

9. Кириченко В. Ф. Дифференциально-геометрические структуры 
на многообразиях. Одесса, 2013. 

 
Для цитирования: Банару Г. А. О некоторых тензорах 6-мерных 

уплощающихся эрмитовых подмногообразий алгебры Кэли // ДГМФ. 
2024. № 55 (2). С. 47—56. https://doi.org/10.5922/0321-4796-2024-55- 
2-3. 

 

 
 

 
MSC 2010: 53B35, 53B25 

 
G. A. Banaru 

Smolensk State University  
4 Przhevalsky St., Smolensk, 214000, Russia  

mihail.banaru@yahoo.com  
doi: 10.5922/0321-4796-2023-55-2-3 

 
On some tensors  

of six-dimensional Hermitian planar submanifolds  
of Cayley algebra 

 
Submitted on March 26, 2024 
 
In the present note, we consider six-dimensional Hermitian planar 

submanifolds of Cayley algebra. The almost Hermitian structure on such 
a six-dimensional submanifold is induced by means of so-called Brown — 
Gray three-fold vector cross products in Cayley algebra. The six-dimen-
sional Hermitian planar submanifolds of the octave algebra contain all 
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six-dimensional Kählerian submanifolds of Cayley algebra. However, 
there exist non-Kählerian six-dimensional Hermitian planar submanifolds 
in the octave algebra. 

The components of the tensor of the Riemannian curvature for a six-
dimensional almost Hermitian planar submanifold of Cayley algebra are 
computed. Remark that the tensor of Riemannian curvature plays a fun-
damental role in geometry of almost Hermitian manifolds. Knowing all 
components of the tensor of the Riemannian curvature for a six-dimensio-
nal almost Hermitian planar submanifold of the octave algebra, it is pos-
sible to study so-called Gray’s identities for this submanifold.  

The components of the Ricci tensor and of the tensor of conformal 
curvature (known also as Weyl tensor) for a six-dimensional almost Her-
mitian planar submanifold of Cayley algebra are also computed. 

 
Keywords: almost Hermitian structure, tensor of Riemannian curva-

ture, Ricci tensor, tensor of conformal curvature, six-dimensional Hermit-
ian planar submanifold of Cayley algebra 
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