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О свойствах  -медиан k-симплексов и k -призм 

 
Рассмотрены k-симплексы и k-призмы в n-мерных 

аффинных пространствах. Доказаны некоторые теоре-

мы о медианах k-симплексов. Введено понятие  -ме-
дианы k-призмы. Доказаны теоремы, описывающие не-
которые аффинные свойства  -медиан k-призмы. 
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1. Введение. Обобщением понятий треугольника и тетраэд-

ра в многомерных аффинных пространствах является k -симп-
лекс. Многие понятия, связанные с треугольником и тетраэд-
ром, переносятся на k -симплексы. При этом для k -симплек-
сов доказываются теоремы, аналогичные теоремам для тре-
угольников и тетраэдров. В данной работе мы рассмотрим 
обобщения понятия медианы треугольника. Уже при переходе 
к тетраэдру кроме медиан тетраэдра появляется возможность 
рассматривать бимедианы тетраэдра — отрезки, которые со-
единяют середины противоположных ребер тетраэдра. Они об-
ладают свойствами, аналогичными свойствам медиан тетраэд-
ра, хотя и не повторяют их дословно. При переходе к k -симп-
лексам появляется еще больше возможностей для введения в 
рассмотрение отрезков, сходных по свойствам с медианами 
треугольника, а именно  -медиан [1]. 
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Из двух k -симплексов, совмещаемых параллельным пере-

носом на вектор, не параллельный их k -плоскостям, получа-
ется обобщение треугольной призмы трехмерного простран-
ства. Назовем эти фигуры k -призмами. Мы введем для них 

аналоги  -медиан k -симплекса и изучим некоторые их аф-
финные свойства. 

 
2. k -симплексы и k -призмы. Пусть дано n -мерное век-

торное пространство nV . Напомним [2], что n -мерным аф-

финным пространством nA  называется множество nA , для 

которого определено отображение nnn VAA : , удовле-

творяющее двум условия: 1) для любого элемента nAX   и 

любого вектора nVp


 существует единственный элемент 
nAY , такой что   pYX


, ; 2) для любых элементов 

nAZYX ,,      ZXZYYX ,,,   . Второе условие назы-

вается правилом треугольника. Элементы множества nA  на-

зываются точками, векторное пространство nV  — про-

странством трансляций. Будем обозначать   XYYX , . 

Пусть в пространстве трансляций nV  задана линейно не-
зависимая система векторов  kaa





,,1 , а в аффинном про-

странстве nA  фиксирована точка 0A . k -симплексом аффин-

ного пространства nA  называется множество точек nAX  , 
таких, что 

.1,,,1,0,
1

1
1

0 



k

i

ii
k

k tkitatatXA 





 

Очевидно, что 1-симплекс — это отрезок, 2-симплекс — 
треугольник (с внутренними точками), 3-симплекс — тетраэдр 
(с внутренними точками). Договоримся одну точку называть 
0-симплексом. 
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Точка k -симплекса, для которой kit i ,,1,1   — про-

извольное фиксированное значение, а остальные 0jt , обо-

значается iA  и называется вершиной k -симплекса. Очевидно, 

что ii aAA


0 . Симплекс обозначается перечислением своих 

вершин: kAAA 10 . Для удобства проведения доказательств 

обозначим 0000


 AAa . Тогда ,ijji aaAA


 kji ,,1,0,  . 

Если в определении k -симплекса условия на коэффициен-

ты jt  заменить на условия jt Թ, kj ,,1  , то получим 

определение k -плоскости аффинного пространства. Другими 

словами, k -симплекс содержится в k -плоскости, которая оп-

ределяется его вершинами. Так как любая k -плоскость явля-

ется k -мерным аффинным пространством (ее пространство 
трансляций — это ее направляющее подпространство), то для ис-

следования свойств k -симплексов можно использовать k -мер-
ные аффинные пространства. 

Пусть дан k -симплекс kAAA 10 . Рассмотрим его верши-

ны kmAA
mii ,,,

0
 . Тогда множество точек 

}1,,,1

,0,:{

1

1

0100







m

a

a

a
ii

m
iii

n

ma

AAAAXAAX
m









 

называется m -гранью k -симплекса. Оно, очевидно, является 

m -симплексом. 1-грань также называется ребром k -симп-
лекса. 

Пусть в аффинном пространстве nA  дан k -симплекс 

kAAA 10 . Возьмем в пространстве трансляций nV  ненулевой 

вектор b


, не принадлежащий направляющему подпростран-



Л. А. Игнаточкина, Н. С. Попова 

87 

ству k -плоскости, определяемой вершинами данного k -симп-

лекса. Рассмотрим k -симплекс kBBB 10 , который получает-

ся при параллельном переносе k -симплекса kAAA 10  на век-

тор b


. Будем называть вершины Ai и Bi, i = 0,…, k соответ-

ствующими. Очевидно, что bBA ii


 . Множество точек аф-

финного пространства nA , состоящее из симплексов 

kAAA 10 , kBBB 10  и отрезков, соединяющих соответству-

ющие вершины, назовем k -призмой. Симплексы kAAA 10  и 

kBBB 10  будем называть основаниями. 

 
3. Медианы k -симплекса и их обобщения. Медиана  

k -симплекса определяется по индукции. Медианой треуголь-
ника (2-симплекса) называется отрезок, соединяющий верши-
ну треугольника с серединой противоположной стороны. Ме-
дианойk -симплекса называется отрезок, соединяющий вер-

шину k -симплекса с точкой пересечения медиан противопо-
ложной  1k -грани (то есть грани, которая не содержит эту 

вершину) [1]. 
Из школьного курса геометрии хорошо известна теорема: 

медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся 
ею в отношении 2:1, считая от вершины. В рамках элементар-
ной геометрии также доказывается обратная теорема: если три 
отрезка, соединяющие вершины треугольника с точками про-
тивоположных сторон треугольника, пересекаются в одной 
точке и делятся в отношении 2:1, считая от вершины, то эти 
отрезки являются медианами треугольника. 

Эти теоремы обобщаются на случай k -симплекса [1; 3]. 

Прямая теорема: медианы k -симплекса пересекаются в одной 
точке и делятся ей в отношении 1:k , считая от вершины. Об-

ратная теорема: если отрезки, соединяющие вершины k -симп-
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лекса с точками противоположных  1k -граней, пересекаю-

тся в одной точке и делятся ей в отношении 1:k , считая от 

вершины, то эти отрезки являются медианами k -симплекса. 

Мы докажем обратные теоремы для треугольника и k -симп-
лекса в более общем виде. 

Теорема 1. Если отрезки, соединяющие вершины тре-
угольника с точками прямых, содержащих противоположные 
стороны треугольника, пересекаются в одной точке и делят-
ся ей в отношении 2:1, считая от вершины, то эти отрезки 
являются медианами треугольника. 

Доказательство. Пусть дан треугольник qji AAA , где ин-

дексы 2,1,0,, qji  и попарно различны. Пусть даны отрезки 

jqiKA , где jqK  — точки прямых qj AA . Обозначим точку пе-

ресечения всех этих отрезков через K . Обозначим 

jqqjqji KAKAx 


. Чтобы доказать, что jqi KA  являются ме-

дианами треугольника, достаточно доказать, что 0


ix  для 
любого 2,1,0i . Используя условие теоремы и правило тре-
угольника, получаем 

.323 KAaaaKAAAAAx iqjiiiqiji 


 

Так как это равенство верно для любых 2,1,0,, qji , ме-

няем индексы i  и j  местами: 

.32 KAaaax jqijj 


 

Из последних двух равенств получаем 

.0333


 jijiji AAaaxx  

Тогда 2,1,0,,  jixx ji


 и различны. Так как каждый из 

векторов ix


 параллелен стороне треугольника qj AA , то из 

последнего равенства получаем, что 2,1,0,0  ixi


. 
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Аналогичная теорема имеет место для k -симплекса. Для 
ее доказательства нам потребуется лемма. 

Лемма 1. Пусть дан k -симплекс kAAA 10  в аффинном 

пространстве nA . Точка M  пространства nA  является точ-
кой пересечения медиан k -симплекса kAAA 10  тогда и 

только тогда, когда 0
0






k

i
iMA . 

Доказательство. Пусть M  — точка пересечения медиан дан-
ного k -симплекса kAAA 10 . Проведем доказательство мето-
дом математической индукции. Хорошо известно, что для тре-
угольника утверждение верно. Пусть оно верно для  1k -симп-

лекса. Рассмотрим k -симплекс. Так как медианы k -симплекса 
пересекаются в одной точке и делятся ей в отношении 1:k , 
считая от вершины [1], получим 

 )1(,
10 0

10 
 




k

i

k

i
jjii k

MA
k

k
MA   

где 
10 kjjM   — точка пересечения медиан  1k -грани 

,,,0,,, 1010
kjjAA kjj k

 
 попарно различны и отличны 

от i . Так как для  1k -симплекса теорема верна, получаем 

.0
101100


  

 kkk jjjjjj MAMA  

Следовательно, 

 .1
1010 ijjjji akaa

k
MA

kk





 


 

Подставляя это равенство в (1), получаем, что 



k

i
iMA

0
.0


 

Обратно, пусть дана точка M  в пространстве nA , для ко-

торой выполняется равенство 



k

i
i MA

0
0


. Обозначим через 
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K  точку пересечения медиан k -симплекса kAAA 10 . Тогда 

по доказанному для нее выполняется 



k

i
iKA

0
0


. Вычтем из 

одного равенства другое. Тогда получим 0


KM , то есть 
MK   — точка пересечения медиан. 
Теорема 2. Если отрезки, соединяющие вершины k -симп-

лекса с точками  1k -плоскостей, содержащих противопо-

ложные  1k -грани k -симплекса, пересекаются в одной 
точке и делятся ею в отношении 1:k , считая от вершины, 
то эти отрезки являются медианами k -симплекса. 

Доказательство. Рассмотрим отрезки 
10 kjji KA  , соединя-

ющие вершины iA  с точками 
10 kjjK   плоскостей противопо-

ложных  1k -граней. Пусть все эти отрезки пересекаются в 

точке K  и делятся ею в отношении 1:k , считая от вершины. 
Обозначим 

.
101100 


kkk jjjjjji KAKAx  


 

Согласно доказанной лемме достаточно показать, что 

0


ix  для всех ki ,,0  . Используя правило треугольника и 
условие теоремы, получим 

 
  .1

1

10

10

KAkakaa

KAkAAAAx

iijj

iijiji

k

k

















 

Меняя индексы i  и 0j  местами и вычитая из одного ра-

венства другое, получим 0
0


 ji xx . Это верно для всех зна-

чений индексов от 0 до k . Так как каждый вектор ix


 парал-

лелен соответствующей  1k -грани 
10 kjj AA  , получаем 

0


ix  для всех ki ,,0  . 
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Пусть дан k -симплекс kAAA 10 . Будем называть ребро 

ji AA  и  2k -грань 
20 kqq AA   (индексы 20 ,,,, kqqji    

= k,,0   и все попарно различны) противоположными. Биме-

дианой тетраэдра называется отрезок, соединяющий середины 
его противоположных ребер. Бимедианой k -симплекса назы-
вается отрезок, соединяющий середину его ребра с точкой 
пересечения медиан противоположной  2k -грани [1]. 

Из элементарной геометрии хорошо известна теорема: би-
медианы тетраэдра пересекаются в одной точке и делятся ею 
пополам. При этом точки пересечения медиан и бимедиан 
тетраэдра совпадают. Обратная теорема также хорошо извест-
на из элементарной геометрии: если три отрезка, соединяю-
щих внутренние точки противоположных ребер тетраэдра 
пересекаются в одной точке и делятся ею пополам, то эти от-
резки являются бимедианами тетраэдра. 

Аналогичная теорема имеет место и для k -симплексов [1]: 

бимедианы k -симплекса пересекаются в одной точке и делят-
ся ею в отношении   2:1k , считая от ребра. В [1] обратная 

теорема сформулирована для внутренних точек ребер и проти-
воположных  2k -граней. Мы сформулируем и докажем эту 

теорему в более общем случае расположения точек. 
 

Теорема 3. Пусть дан k -симплекс и отрезки, соединяю-
щие точки прямых, содержащих его ребра, с точками плоско-
стей противоположных  2k -граней. Если все эти отрезки 

пересекаются в одной точке и делятся ею в отношении 
  2:1k , считая от ребра, то эти отрезки являются биме-

дианами данного k -симплекса. 

Доказательство. Пусть дан k -симплекс kAAA 10 . Обозна-

чим через ijK точку на прямой ji AA  и через 
20 kqqK   — точку 
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 2k -плоскости грани 
20 kqq AA  . Пусть все отрезки 

20 kqqij KK   пересекаются в точке K  и делятся ей в отноше-

нии   2:1k . 

Обозначим 

;ijjijiij KAKAx 


.
20220020 


kkkk qqqqqqqq KAKAx  


 

Используя правило треугольника и условие теоремы, по-
лучаем 

  .12
00

2020 


 

k

r
rqqij

k

r
rqqij KAKKkKKKAxx kk




 

Обозначим xKA
k

r
r




0
, так как этот вектор не зависит от 

индексов 20 ,,,, kqqji  . Меняя индексы i  и 0q , получим 

.;
21020

xxxxxx
kk qiqjqqqij


 


 

Вычитая из одного равенства другое, получим 

.
20210 


kk qqqiqjqij xxxx 


 

Вектор в левой части равенства параллелен грани 
0qji AAA , 

а в правой — грани 
210 kqqqi AAAA  . Следовательно, этот век-

тор параллелен ребру 
0qi AA , то есть 

   ;
00 iqjqij xxx


Թ.  (2) 

Циклируем в этом равенстве индексы iqji  0 : 

  ;
00 jiiqjq xxx


Թ. 

Складывая эти равенства с учетом jiij xx


 , получаем, что 

   
0

11 iqij xx
   . Так как векторы в этом равенстве парал-
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лельны ребрам ji AA  и 
0qi AA , это равенство возможно, если 

0


ijx  или 1  . Во втором случае из (2) получаем, что 

.0
00


 iqjqij xxx  

Опять циклируем индексы iqji  0  и складываем. 

Получим 0


ijx . 

Итак, в обоих случаях мы получили 0


ijx , следовательно, 

точка ijK  — середина ребра ji AA . Тогда xx
kqq


 

20
, то есть 

один и тот же вектор x


 параллелен всем  2k -граням k -сим-

плекса. Это возможно только в случае, когда этот вектор нулевой. 

Следовательно, 0
20


 

kqqx . Тогда по лемме 1 точка 
20 kqqK   

является точкой пересечения медиан  2k -грани 
20 kqq AA 

. Следовательно, отрезки 
20 kqqij KK   — это бимедианы k -

симплекса. 
В [1] вводится понятие  -медианы k -симплекса. Отрезок, 

соединяющий точки пересечения медиан  1 -грани и про-

тивоположной ей  k -грани, называется  -медианой. Это 

же понятие, но в другой терминологии вводится в [3]. Там же 
доказывается, что  -медианы k -симплекса пересекаются в 
одной точке и делятся в отношении    :1k , считая от 

 1 -грани. При этом для всех значений   точки пересече-

ния  -медиан совпадают между собой и совпадают с точкой 

пересечения медиан k -симплекса. 
 
4. Медианы k -призмы и их обобщения. Из курса эле-

ментарной геометрии хорошо известна следующая теорема: 
пусть дана треугольная призма 111 CBABCA . Три отрезка 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

94 

222 ,, CCBBAA , где 2A  — середина 11CB , 2B  — середина 

11CA , где 2C  — середина 11BA , пересекаются в одной точке и 

делятся в отношении 1:2 , считая от вершины. 
Мы обобщим эту теорему и докажем ее для случая k -приз-

мы, а также докажем обратную к ней теорему. 

Пусть дана k -призма kk BBAA  00 . Медианой k -приз-

мы будем называть отрезок 
10 kjji MB  , где 

10 kjjM   — точка 

пересечения медиан  1k -грани 
10 kjj AA  k -симплекса 

kAA 0 . Индексы 10 ,,, kjji   принимают значения k,,0  и 

все попарно различны. 

Теорема 4. Медианы k -призмы пересекаются в одной точ-
ке M  и делятся ею в отношении 1:k , считая от вершины. 

Доказательство. Пусть дана k -призма kk BBAA  00 . 

Рассмотрим аффинную систему координат  baaA k





,,,, 10 . 

Пусть 
10 kjji MB   — ее медианы. На каждой медиане возьмем 

точку M , которая делит ее в отношении 1:k , считая от iB , и 

найдем ее координаты. Имеем 

 .
1

1

1

1
11

1

10

10

100000

ijj

jjiiii

jjiiii

aaa
k

b
k

MA
k

k
AB

k

k
ab

MB
k

k
abMBBBBAMA

k

k

k









































 

Тогда координаты всех точек M  имеют вид 









 1

1
,

1

1
,,

1

1

kkk
  и не зависят от индексов 10 ,,, kjji  . 

Следовательно, все точки M  совпадают между собой и все 
медианы пересекаются в одной точке. 
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Обозначим через 
kjjM 0

 точку пересечения медиан основа-

ния kAA 0 , а через 
kjjN 0

 — точку пересечения медиан ос-

нования kBB 0 . Тогда, проводя рассуждения, аналогичные 

доказательству теоремы 4, получим, что 

)3(.1,
1

1
,,

1

1
;0,

1

1
,,

1

1
00


















 kk
N

kk
M

kk jjjj    

Сравнивая координаты векторов MM
kjj 0

 и 
kk jjjj NM  00

, 

получаем, что все три точки 
kjjN 0

,
kjjM 0

, M  лежат на од-

ной прямой. 
Докажем обратную теорему. 
Теорема 5. Пусть дана k -призма kk BBAA  00 . Если 

отрезки, соединяющие вершины основания kBB 0 k -призмы 

с точками 
10 kjjK   плоскостей противоположных  1k -гра-

ней основания kAA 0 , пересекаются в одной точке K  и де-
лятся ей в отношении 1:k , считая от вершины, то они явля-
ются медианами k -призмы. 

Доказательство. Пусть M  — точка пересечения медиан 
k -призмы. Тогда по теореме 4 

.0
10


 

kjji MMkMB  

По условию теоремы и правилу треугольника из этого ра-
венства получим 

  .01
1010


 

 kk jjjj MKkMKk  

Значит, вектор MK  параллелен всем  1k -граням сим-

плекса kAA 0 , то есть 0


MK . Тогда 0
1010


 

 kk jjjj MK  и 

точки 
10 kjjK  , 

10 kjjM   совпадают, то есть отрезки 
10 kjji KB   

совпадают с медианами k -призмы. 
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Назовем 2 -медианой k -призмы отрезок 
20 kjjij MN  , где 

ijN  — середина ребра ji BB , а 
20 kjjM  — точка пересечения 

медиан противоположной  2k -грани 
20 kjj AA  . Индексы 

20 ,,,, kjjji   принимают все значения от 0  до k  и все по-

парно различны. 

Теорема 6. 2-медианы k -призмы пересекаются в одной 
точке 2M  и делятся ею в отношении   2:1k , считая от 

ребра. 
Доказательство. Принцип доказательства такой же, как в теоре-

ме 4. Выбираем аффинную систему координат  0 1, , , ,kA a a b
 

 , 

на каждой 2-медиане 
20 kjjij MN   берем точку 2M , которая 

делит ее в отношении   2:1k , считая от ijN , и находим ко-

ординаты этих точек в выбранной системе координат: 

 




20000000020 1

1
kjjijij MAABBN

k

k
NBBAMA   

  .
1

2

1

1
20

b
k

aaaa
k kjjji













 

Мы получаем, что координаты всех точек 2M  совпадают, 

следовательно, все 2-медианы пересекаются в одной точке. 
Докажем обратную теорему. 

Теорема 7. Пусть дана k -призма kk BBAA  00 . Если 

отрезки, соединяющие точки ijP  прямых, содержащих ребра 

основания kBB 0 , с точками 
20 kjjK   плоскостей противо-

положных  2k -граней основания kAA 0 , пересекаются в 

одной точке K  и делятся ею в отношении   ,2:1k  считая 

от ребра, то они являются 2-медианами k -призмы. 
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Доказательство. Обозначим 

.;
20220020 


kkkk jjjjjjjjijjijiij KAKAxPBPBy  


 

Проводя рассуждения, аналогичные доказательству теоре-
мы 3, получаем 







k

t
tjjij KAxbxxy

k
0

.,2
20


  

Меняем индексы i  и 0j  местами и вычитаем из одного ра-

венства другое 

.
20210 


kk jjjijjjij xxyy 


 

В левой части равенства вектор параллелен грани 
0jji BBB , 

а значит, и грани 
0jji AAA , а в правой части — грани 

210 kjjji AAAA  . Тогда этот вектор параллелен ребру 
0ji AA , то 

есть 

  ,
00 ijjjij yyy


Թ. 

Проводя дословно рассуждения из последней части дока-

зательства теоремы 3, получаем 0


ijy , то есть ijP  — середи-

на ребра ji BB . Тогда bxx
kjj


 2

20



, то есть один и тот же 

вектор bx


2  параллелен всем  2k -граням k -симплекса 

kAA 0 . Это возможно только в том случае, если 

02
20


 


bxx

kjj , следовательно, по лемме 1 точка 
20 kjjK   

является точкой пересечения медиан  2k -грани .AA
kjj 20 

  

Тогда отрезки 
20 kjjij KP   являются 2-медианами k -призмы. 

Введем понятие  -медианы k -призмы, 23  k . Назо-

вем  -медианой k -призмы отрезок 
   kjjii MN

010
, где точка 

10 iiN  — точка пересечения медиан  1 -грани основания 
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kBB 0 , а точка 
 kjjM

0
 — точка пересечения медиан проти-

воположной  k -грани основания kAA 0  (индексы 

   kjjii ,,,,, 010  принимают все значения от 0 до k  и все 
попарно различны). Если договориться считать середину от-
резка точкой пересечения медиан 1-симплекса, а точку — точ-
кой пересечения медиан 2-симплекса, то в данное определение 
 -медианы можно включить определения медианы (1-ме-

дианы) и 2-медианы k -призмы. 

Рассмотрим  -медианы 
   kjjii MN

010
 k -призмы для не-

которого фиксированного  . На каждой  -медиане возьмем 

точку M , такую что 




xMNxMN
kjjiiii ,

01010   Թ. 

Будем искать значение x , требуя, чтобы координаты в си-

стеме координат  0 1, , , ,kA a a b
 

  точек M  были бы одинако-

выми для всех  -медиан. Выразим эти координаты через x . 

 
      
0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 1 0

0 1 0
1

1 1 .
1

i i i i j j

i i j j

k

k

A M A B B N x N B B A A M

x
x b x a a a a

k

  

 

     

        
 

     

 

    

    
 

 

 

Требуем, чтобы  1
1

1

x
x

k
 

  
, то есть 

1

1





k

k
x


. 

В этом случае все точки M  имеют координаты 

1 1
, , , ,

1 1 1
M

k k k
 
    


  

то есть совпадают между собой, и все  -медианы пересекают-
ся в точке M . При этом они делятся в отношении    :1k

, считая от  1 -грани. 
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Итак, мы доказали 
Теорема 8.  -медианы k -призмы пересекаются в одной 

точке и делятся ею в отношении    :1k , считая от 

 1 -грани. 

Сравнивая координаты точек пересечения медиан основа-
ний k -призмы (3) и координаты точек M , получаем 

Следствие 1. Точки пересечения  -медиан k -призмы, 
k 1  лежат на отрезке с концами в точках пересечения 

медиан оснований и делят его на  1k  равные части. 
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