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Связности с параллельным кососимметрическим кручением  
на субримановых многообразиях 

 
На субримановом многообразии M контактного ти-

па рассматривается N-связность N , определяемая па-
рой ( , N), где   — внутренняя метрическая связ-
ность, :N D D  — эндоморфизм распределения D. 
Доказывается, что существует, и причем единственная, 

N-связность N  такая, что ее кручение, представлен-
ное трехвалентным ковариантным тензором, кососим-
метрично. Находится строение соответствующего этой 
связности эндоморфизма. Приводятся условия, при ко-
торых полученная связность является метрической 
связностью, а ее кручение — параллельным тензорным 
полем. 
 

Ключевые слова: cубриманово многообразие контактного типа, 
внутренняя связность, плоская полуметрическая связность с кососим-
метрическим кручением, тензор Схоутена. 

 
Введение 

 

Субримановым многообразием контактного типа называ-
ется гладкое многообразие M, оснащенное субримановой 

структурой  , , ,M g 


, где   и 


 — 1-форма и единичное 

векторное поле, порождающие ортогональные между собой 
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распределения D и D  соответственно. Субриманово много-
образие нечетной размерности, оснащенное дополнительно 

эндоморфизмом : D D   таким, что 2 ,I     


 назы-
вается почти контактным метрическим многообразием. Если 
почти контактное метрическое многообразие представляет со-
бой интерес как обобщение поверхности эрмитова простран-
ства, то мотивация к исследованию субриманова многообра-
зия вызвана необходимостью построения математических мо-
делей в задачах теории управления и неголономной механики. 
Различие в мотивации исследования почти контактных метри-
ческих многообразий и субримановых многообразий проявля-
ется в выборе связностей, задающих параллельный перенос на 
многообразиях. Для почти контактных метрических многооб-
разий, образующих специальный класс римановых многообра-
зий, естественным является выбор связности Леви-Чивиты. 
В геометрии субримановых многообразий используются связ-
ности, обеспечивающие параллельный перенос допустимых 
векторов вдоль допустимых кривых. В настоящей работе та-
кие связности определяются парой ( , N), где   — внутрен-
няя метрическая связность, а :N D D  — эндоморфизм рас-
пределения D, называемый в работе структурным эндомор-
физмом. Говоря об эндоморфизме распределения D, мы имеем 
в виду эндоморфизм :N TM TM  такой, что 0,N 

 
 

( ) .N D D  
В настоящей работе на субримановом многообразии кон-

тактного типа M наряду со связностью Леви-Чивиты   рас-

сматривается N-связность N  с ненулевым кососимметриче-
ским кручением S. Здесь :N TM TM  — эндоморфизм, 

определяемый равенством ( , ).NX S X


 Мотивация к изуче-
нию N-связности подкрепляется богатыми приложениями ри-
мановых многообразий со связностями с кручением в теорети-
ческой физике [1; 5]. Особый интерес представляют связности 
с кососимметрическим кручением [6; 7; 9—11]. Известно, что 
метрическая связность с кососимметрическим кручением име-
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ет те же геодезические, что и связность Леви-Чивиты. В насто-
ящей работе доказывается, что на субримановом многообра-

зии существует единственная N-связность N  с ненулевым 
кососимметрическим кручением S, которая метрическая тогда 
и только тогда, когда выполняется равенство 0.L g   Дока-

зывается, что эта связность единственна и соответствующий 
ей эндоморфизм имеет следующее строение: N = 2ψ, где эндо-
морфизм ψ определяется равенством    , , .X Y g X Y   

Особый интерес для исследователей представляют многообра-
зия со связностями с параллельными полями кручения [11]. 
В работе [4] автора приведены примеры связностей с кручени-
ем, задаваемых на многообразиях с почти контактной (субри-
мановой) структурой. Некоторые виды указанных связностей 
принадлежат классу N-связностей. Однако до настоящего вре-
мени не приводились примеры римановых многообразий, ос-
нащенных метрической N-связностью с параллельным косо-
симметрическим кручением. 

 
Определение и основные свойства N-связности  

с кососимметрическим кручением 
 
Пусть M — гладкое многообразие размерности n = 2m + 1, 
1m  , с заданной на нем субримановой структурой 

 , , , , ,M g D 


 где   и 


 — 1-форма и единичное векторное 

поле, порождающие ортогональные между собой распределе-

ния D и D  соответственно. Нечетная размерность многооб-
разия выбрана исключительно для удобства перехода к много-
образиям с почти контактной метрической структурой без до-
полнительных рассуждений о размерности.  

Известно [8], что на субримановом многообразии суще-
ствует единственная внутренняя связность   с нулевым кру-
чением такая, что ( , ) 0,X g Y Z    , , .X Y Z D  Кручение 
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внутренней линейной связности S по определению полагается 
равным  , [ , ],X YS X Y Y X P X Y     где P: TМ → D — 

проектор, определяемый разложением .TM D D   

Пусть ( )K x  (α, β, γ = 1, ..., n; a, b, c = 1, ..., n – 1) — карта 
многообразия M, адаптированная к распределению D [12]. 

Векторные поля ( ) n
a a a a nP e      


 порождают систему D: 

( ).aD span e


 Таким образом, мы имеем на многообразии M 

неголономное поле базисов ( ) ( , )a ne e  
 

 и соответствующее 

ему поле кобазисов ( , ).a n n n a
adx dx dx       

Пусть   — связность Леви-Чивиты и 
  — ее коэффи-

циенты. В результате непосредственных вычислений убежда-
емся в справедливости следующего предложения. 

Предложение 1. Коэффициенты связности Леви-Чивиты 
субриманова многообразия в адаптированных координатах 
имеют вид 

,c c
ab ab    ,n

ba abab C    

,b b b b
an na a aC        0,n a

na nn      

где  

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbc g e g e g e g   
  

 ,b bc
a acg    

1
,

2ab n abC g   .b bc
a acC g C  

Предложение 2. Пусть :N TM TM  — эндоморфизм ка-
сательного расслоения субриманова многообразия M такой, 

что 0,N 
 

 ( ) .N D D  Тогда на многообразии M существует 

единственная линейная связность N  с кручением  , ,S X Y  

однозначно определяемая следующими условиями: 
1) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( ) ,S X Y X Y X NY Y NX     


  , , ;X Y Z TM  
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2) ,N
XX Y Y     , ;X Y D  

3) 0,N
X  


  .X TM  

Определим в адаптированных координатах отличные от ну-

ля коэффициенты связности ,N
X  положив  

 1
,

2
a ad

b cd c bd d bcbcG g e g e g e g  
  

 .b b
na aG N  

Непосредственно проверяется, что определяемая тем са-
мым связность удовлетворяет условиям предложения 1. 

Из предложения 1 следует, что  

( , ) 0,N
X g Y Z    , , .X Y Z D  

Последнее замечание подтверждает целесообразность наз-

вать связность N  полуметрической.  

Положим ( , , ) ( ( , ), ),S X Y Z g S X Y Z   , , .X Y Z TM  

В адаптированных координатах возможно, что ненулевые 

компоненты тензора ( , , )S X Y Z  будут иметь следующий вид: 

( , , ) 2 ,a b n abS e e  
   

( , , ) ( , ),a n b a bS e e g Ne e  
     

( , , ) ( , ).n a b a bS e e g Ne e 
     

Как видно из полученных равенств, тензор ( , , )S X Y Z  ко-

сосимметричен тогда и только тогда, когда 2 ( , )ab a bg Ne e 
 

 

или 2 .c
ab bc ag N   Отсюда получаем 2 .c cb

a abN g   Таким 

образом, в силу равенства b bc
a acg   окончательно получа-

ем: 2 .c c
a aN   Тем самым доказана следующая теорема.  
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Теорема 1. Линейная связность N , заданная на субри-
мановом многообразии, кососимметрична тогда и только то-
гда, когда N = 2ψ. 

В дальнейшем будем полагать, что для связности N  вы-
полняется условие N = 2ψ. 

Теорема 2. Линейная связность N , заданная на субри-
мановом многообразии, метрическая тогда и только тогда, 
когда 0.L g   

Доказательство. Из предложения 2 следует, что  

0.N
c abg   

Вычислим .N
n abg  Имеем 

2 2 2

2 2 2 .

N c c cd
c ab n ab a cb ac n ab da cbb

cd
db ac n ab ab ba n ab

g g g g g g g

g g g g

  

  

        

      
 

Будем полагать в дальнейшем, что N  — метрическая 
связность с эндоморфизмом N = 2ψ. 

Пусть ( , ) ,K X Y Z   , , ,X Y Z TM  — тензор кривизны 

связности N . Вычислим ненулевые компоненты тензора 
( , ) .K X Y Z  Имеем 

4 ,d d d
ab cabc abcK R      .d d

anc a cK N   

Здесь [ ] [ | | ]2 2d d d e
aabc b c a e b cR e    


 — компоненты тензора 

кривизны Схоутена [3], определяемого равенством  

   [ , ], , , ,X Y Y X P X YR X Y Z Z Z Z P Q X Y Z          

Q = I – P. 
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Инвариантное представление тензора ( , )K X Y Z  имеет вид 

( , ) ( , ) ( )( )XK X Y Z R X Y Z X N Z   
( )( ) 4 ( , ) ( ),YX N Z X Y Z      

 , , .X Y Z TM  

После необходимых вычислений в адаптированных коор-
динатах убеждаемся в справедливости следующих теорем. 

Теорема 3. N-связность с кососимметрическим кручени-
ем, заданная на субримановом многообразии контактного типа, 
является плоской тогда и только тогда, когда  

( , ) 4 ( , ) ( ),R X Y Z X Y Z    0,N   , , .X Y Z D  

Теорема 4. Кручение кососимметрической линейной связно-

сти N , заданной на субримановом многообразии M, парал-
лельно тогда и только тогда, когда 0,   где   — внут-
ренняя метрическая связность.  

Пусть субриманово многообразие M является многообра-
зием Сасаки. В этом случае имеет место равенство 0,   
что позволяет в качестве следствия теоремы 4 сформулировать 
теорему 5. 

Теорема 5. Кручение кососимметрической линейной связно-

сти N  (N = – 2φ), заданной на сасакиевом многообразии M, 
параллельно. 

 
Заключение 

 
В настоящей работе приводится новый пример многообра-

зия Картана — Римана [5] с кососимметрическим параллель-
ным кручением. Таким примером служит субриманово много-
образие с заданной на нем N-связностью специального вида. 
Пока остается нерешенной следующая интересная задача: по-
лучить классификацию эндоморфизмов : ,N D D  основан-
ную на изучении алгебраической структуры тензоров круче-
ния соответствующих N-связностей. 
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On a sub-Riemannian manifold M of contact type, is considered an 

N-connection N  defined by the pair ( , N), where   is an interior 
metric connection, :N D D  is an endomorphism of the distribution 

D. It is proved that there exists a unique N-connection N  such that its 
torsion is skew-symmetric as a contravariant tensor field. A construction 
of the endomorphism corresponding to such connection is found. The 
sufficient conditions for the obtained connection to be a metric connec-
tion with parallel torsion are given. 

 
Keywords: sub-Riemannian manifold of contact type, interior connec-

tion, flat semi-metric connection with skew-symmetric torsion, Schouten 
tensor. 
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