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К геометрии односторонней поверхности 
 

Пусть вдоль замкнутой кривой на поверхности обносится 
нормальный вектор. Если при возвращении в исходную точку 
направление нормали совпадает с исходным, независимо от 
выбора кривой, то поверхность называется двусторонней. 
В противном случае имеем одностороннюю поверхность. 
Простейшей односторонней поверхностью является лист 
Мёбиуса. К односторонним поверхностям относятся также бу-
тылка Клейна и скрещенный колпак. В евклидовом простран-

стве 3E  рассматриваются эти поверхности. В процессе ис-
следования используется система компьютерной математики 
Maple. 
 
Ключевые слова: скрещенный колпак, лист Мёбиуса, бутылка 

Клейна, периодические функции, 2-листное накрывающее отобра-
жение. 

 
Пусть вдоль замкнутой кривой на поверхности обносится 

нормальный вектор. Если при возвращении в исходную точку 
направление нормали совпадает с исходным, независимо от 
выбора кривой, то поверхность называется двусторонней. 
В противном случае имеем одностороннюю поверхность. 

Впервые уравнение односторонней поверхности, открытой 
Мёбиусом, было получено Машке [1]. Если гауссова кривизна 
листа Мёбиуса равна нулю, то он называется плоским. Биб-
лиография работ на эту тему дана в работе [2]. В [3—6] изу-
чаются односторонние поверхности. 
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В евклидовом пространстве 3E  рассмотрим гладкую 
замкнутую неплоскую кривую   без самопересечения, задан-

ную 4 - периодической вектор-функцией )(u  , которая 

не является 2 -периодической и 2 -антипериодической. 
Так как )4()(   uu , то вектор-функция 

 ))()((
2

1
)( 1 uuus   , где )2()(1   uu  

есть 2 -периодическая не равная нулю, а вектор-функция 

))()((
2

1
)( 1 uuul    есть 2 -антипериодическая не рав-

ная нулю. 
Определим поверхность M  уравнением 

 ),()(),( uvlusvur    (1) 

 .1...,,1;...,,  vu   

Теорема 1. Поверхность M  есть модель листа Мёбиуса, 
для которого кривая )(u   есть край. 

Доказательство. Рассмотрим поверхность M  как фактор-
пространство [7, с. 5] 

 *SM )].,(),/[(]1,1[],[ vv    

Так как 

 )(()(),(   vlsvr , )()(),()(  llss  , 

то имеем ),(),( vrvr   . Следовательно, поверхностьM  
есть модель листа Мёбиуса. 

Определим поверхность P  уравнением 

 ),()sin()())cos(1(),( ulvusvvur    (2) 

 ....,,;...,,   vu  
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Теорема 2. Поверхность P  есть модель проективной 
плоскости. 

Доказательство. Рассмотрим проективную плоскость как 
фактор-пространство [7, с. 75] 

 *SP )],(),(),,(),/[(],[],[  uuvv  . 

Так как 

 )()sin()())cos(1(),(  lvsvvr  , 

 )()sin()())cos(1((),(   lvsvvr , 

 )()(),()(  llss  , 

 0)()sin()())cos(1(),(  ulusur  , 

 0)()sin()())cos(1(),(  ulusur  , 

то имеем ),(),(),,(),(   ururvrvr . 
Следовательно, поверхность P  есть модель проективной 

плоскости. 
Определим поверхность K уравнением 

 1),()sin()())cos((),(  pulvusvpvur ,   (3) 

 ....,,;...,,   vu  

Теорема 3. Поверхность K есть модель бутылки Клейна. 
Доказательство. Рассмотрим бутылку Клейна как фактор-

пространство [7, с. 75] 

 *SK )],(),(),,(),/[(],[],[  uuvv   

Действительно, 

 ),()()sin()())cos((),( vrvlusvpvr   , 

 ),()()1(),(  uruspur  . 

Локально тривиальное расслоение ),,( BE   , где B  — 
база, E  — тотальное пространство, BE :  — проекция, 
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называется k -листным накрытием, если слой ,1b  Bb  со-
стоит из k  точек. Тотальное пространство E  называется про-
странством накрытия [8, c. 34]. 

Всякая односторонняя поверхность имеет в качестве дву-
листной накрывающей некоторую двустороннюю поверх-
ность. 

Рассмотрим лист Мёбиуса (1) и цилиндр 

 )0),sin(),(cos()(,)(),( uuuevkuevur  .  (4) 

Соответствие между точками листа Мёбиуса и цилиндра 
установим по принципу равенства координат ),( vu . Коорди-

наты ),2(),,( 0000 vuvu  определяют одну точку цилиндра и 

две точки листа Мёбиуса. Цилиндр двулистно накрывает лист 
Мёбиуса. 

Аналогично рассуждая, получим, что сфера 

 )0),sin(),(cos()(,)sin()()cos(),( uuuekvuevvur    (5) 

двулистно накрывает проективную плоскость (2), а тор 

 
1),0),sin(),(cos()(

,)sin()()cos()1(),(




puuue

kvuevpvur
  (6) 

двулистно накрывает бутылку Клейна (3). 
Построим эти поверхности. 
1. Лист Мёбиуса. Положим 

 

)).2/cos(),sin(3),2/sin()cos(3(

)()),2/cos(,0),2/(sin(

)(),0),sin(3),cos(3()(

uuuu

uuu

uluuus





  

Построим лист Мёбиуса (рис. 1). Рассмотрим кривую на 
цилиндре (4) 

 ),,3/(: vrr    1...,,0v  

(половинка образующей цилиндра) (рис. 1). Ей соответствует 
образующая листа Мёбиуса (1).  
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Образующей цилиндра 

 ),,3/(:* vrr    1...,,1v  

соответствует образующая листа Мёбиуса, взятая дважды. 
 

       
 

Рис. 1. Лист Мёбиуса и цилиндр 
 
2. Скрещенный колпак и сфера. Положим 

 

)).2/cos(),sin(),2/sin()(cos(

)()),2/cos(,0),2/(sin(

)(),0),sin(),(cos()(

uuuu

uuu

uluuus





  

Построим модель проективной плоскости (2) (скрещенный 
колпак с крышкой) (рис. 2). Рассмотрим кривую на скрещен-
ном колпаке 2/...,,0),,3/(:   vvrr . Ей соответствует 
две кривые сферы 

 
.2/...,,0),,23/(:

,2/...,,0),,3/(:
**

*









vvrr

vvrr
 

    
 

Рис. 2. Скрещенный колпак и сфера 
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3. Бутылка Клейна. Положим 

 

.8)).2/cos(),sin(3),2/sin()cos(3(

)()),2/cos(,0),2/(sin(

)(),0),sin(3),cos(3()(





puuuu

uuu

uluuus

  

Построим бутылку Клейна (рис. 3). Рассмотрим кривую на 
бутылке Клейна ),,3/(: vrr    2/...,,0 v . Ей соответст-
вует две кривые тора 

 
.2/...,,0),,23/(:

,2/...,,0),,3/(:
**

*









vvrr

vvrr
 

 

 
 

Рис. 3. Бутылка Клейна и тор 
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To geometry of one-sided surface 
 

Normal vector is defined along a closed curve on the surfaces. If you 
return to the starting point and the normal direction coincides with the 
original, regardless of the choice of the curve, then the surface is called 
bilateral. Otherwise, we have the one-sided surface. The Mebius band is 
one-sided surface. Cross-cap, Klein bottle are also one-sided surfaces. 
The examples of these surfaces are constructed using the mathematical 
paskage Maple. 
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Голономные и полуголономные подмногообразия 
гладких многообразий 

 
С помощью структурных уравнений Лаптева дана иерар-

хия гладких многообразий, рассматриваемых локально с точ-
ностью до второго порядка. Определены неголономное, полу-
голономное, голономное и тривиальное гладкие многообра-
зия. Доказано, что подмногообразие полуголономного гладко-
го многообразия является полуголономным гладким многооб-
разием, а подмногообразие голономного гладкого многообра-
зия голономно. 
 

Ключевые слова: гладкое многообразие, полуголономное мно-
гообразие, голономное многообразие, подмногообразие. 
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