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Следствие. На n-мерном многообразии М с эквипроективной структурой 

 ,  существуют по меньшей мере n!/p!(n-p)! линейно независимых аффинно-

киллинговых р-форм . 
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HODRE'S  OPERATOR  ON THE MANIFOLD 

WITH THE EQUIAFFINE STRUCTURE 

 

     The authors considere an n-dimensional manifold M with the equiaffine structure 

(,). It is proved that (n-1)-form, dual to the special concircular vector field with 

respect to a n-form of the valume   , is an affine-killing. 
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В евклидовом пространстве E n1
 рассматриваются две гладкие гиперпо-

верхности M ,M  и диффеоморфизм f M M:  . Исследуется случай, когда f 

центральная проекция. 

1. Пусть M , M  - гладкие гиперповерхности в E n1
,  F M  - R-алгебра 

дифференцируемых на M  функций,  T Mq
s

 - F-модуль дифференцируемых на 

M  тензорных полей типа  s q, ,   - дифференцирование в E n1
. 

Формулы Гаусса - Вейнгартена  1  поверхности M  запишутся в виде  

 X XY Y b X Y n   ,  , Xn AX   ,                      (1) 

где  X Y T M,  0
1

 ,  b T M 2
0

 - второй фундаментальный тензор гиперпо-

верхности M ,  A T M 1
1

 - оператор Вейнгартена ,   - связность Леви- Чиви-

та метрики  g X Y X Y, , , где  X Y T M,  0
1

, ,  - скалярное произведе-

ние в E n1
, n  - поле единичных векторов нормали гиперповерхности M . 

2. Обозначим через  r p  - радиус-вектор точки p M , а через  r p  радиус-

вектор точки  f p M . Тогда отображение f M M:   можно записать в виде  

r r a   (a 
r
0 ).                                      (2) 

Через dfX p   обозначим вектор, полученный путем параллельного переноса 

вектора  dfX T Mp f p  в точку p M  относительно связности  

 . Тогда дифференцируя (2) , получим 

dfX r r a X aX X X X        . 

Пусть a U  ln , где  U T M 0
1

 ,  l F M . В силу (1) имеем 

 dfX FX X n   ,                                               (3) 

где 

FX X U lAXX    ,     X Xl b X U  , .       (4) 

Рассмотрим квадратичную форму  g X Y dfX dfY, , , индуцируемую на 

M  первой фундаментальной формой dfX dfY,  гиперповерхности M . Связ-

ность Леви - Чивита связности   метрики g  определится из условия  2 , что 

X XdfY df Y T M   
. 

Если  n p  орт нормали гиперповерхности M  в точке  f p , то имеем 

                ,

 ,  n  V  ,  h  .

X XdfY df Y b X Y n

b T M V hn , T M F M

  

    

,

( ) ( ) ( )2
0

0
1

     (5) 
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Пусть f M M:   центральная проекция. Тогда существует неподвижная 

точка G r ta  . Имеем 

   X X X XG r Xt a t r r X Xt a t dfX X        ( ) ( ) ( ) ( ) 0  . 

Откуда 

dfX kX a  ,
t

FX kX U  ,

   

 

( )

( )

Xlnt   k  ,

Xlnt   (X) = -l(Xlnt) .

1
1



               (6) 

В этом случае  

   g X Y k g X Y Xlnt kg Y U Xlnt kg X U, , ( )(( ) ( , ) ( )(( ) ( , ))    2 Ylnt Ylnt    (7) 

где 

2 2   a a U U l, ,  . 

Отображение f M M:   называется  3  соответствием Петерсона, если ка-

сательные гиперплоскости в соответствующих точках параллельны. Тогда из (3) 

получим   0 , а из (6) l Xlnt( )  0. Если l  0 , то  a U T M  0
1( )  и M  есть 

гиперконус с образующими прямыми L=(C,U) (без вершины). А так как 

dfU k U ( )lnt , то L M  и f есть отображение конуса вдоль образующей. 

Если l  0  и f M M:   есть соответствие Петерсона, то  Xlnt=0, t=const, 

k=const, g X Y k g X Y( , ) ( , ) 2
 и f M M:   гомотетия. 

Если   0 , то дифференциальное уравнение ( )X  0 , X T M 0
1( )  опре-

деляет на M  (n-1)-распределение  . Для X Y,   имеем dfX kX , 

Xk  0 , g X Y k g X Y( , ) ( , ) 2
, т.е. ограничение f на интегральное многообра-

зие распределения   (оно в инволюции в силу (6)) есть гомотетия . 

Теорема 1. Если центральная проекция f M M:   не есть соответствие 

Петерсона и n>2 , то следующие утверждения эквивалентны : 

1) f M M:   - конформное отображение , 

2) ( ) ( , )Xlnt kg X U  0  . 

Доказательство. f M M:   конформное отображение тогда и только тогда, 

когда 

( , ) ( )(( ) ( , )) ( )(( ) ( , )) ( , )X Y Xlnt kg Y U Xlnt kg X U g X Y    Ylnt Ylnt  ,  2  

 F M . Но так как rang  2 , то при n>2, Xlnt  0 , получим 

( ) ( , )Xlnt kg X U  0 , U 
r
0 . 
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Следствие 1. Если n>2 и центральная проекция f есть конформное отоб-

ражение , не являющееся соответствием Петерсона , то векторы U , V в со-

ответствующих точках параллельны . 

Доказательство. Имеем 

dfX n kX Xlnt a n, ( ) ,   0, 

или 

kg X V a n( , ) ( ) , Xlnt 0 . 

Обозначим a n m,  . Тогда  

kg X V m Xlnt( , ) ( )  0 . 

С другой стороны, в силу теоремы 1 имеем 

kg X U Xlnt( , ) ( )  0 , k  0 .  

Откуда 

V
m

U 


0 .      (8) 

Замечаем, что в рассматриваемом  случае 
m

l h
2

2

2 22 1


( )   . 

Следствие 2. Если n>2 и центральная проекция f есть конформное отоб-

ражение, не являющееся соответствием Петерсона, то распределение   ор-

тогонально полю U. 

Доказательство. Имеем  




( ) ( ) ( , )X l Xlnt
lk

g X U   .  

Так как lk  0 , то g X U( , )  0 , X  . 

Следствие 3. Если n>2 и центральная проекция f есть конформное отоб-

ражение, не являющееся соответствием Петерсона , то вектор  

W
k

U
1


       (9) 

есть градиент функции lnk. 

Доказательство. Имеем 

X
k

k

k
g X U g X

k
U( ( , ) ( , )lnk) lnt







1 1 1

 
 . 

 Определим связность   Леви - Чивита метрики g . Из (5), (6) имеем 

X X XkY a k Y Y a b X Y n b X Y V hn)( ( ) ) (( ) ) ( , ) ( , )(       Ylnt lnt , 

или 
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( ( , ) ( ) ( )( )

(( ) )( ln) ( , )(

Xk)Y k Y kb X Y n a dfX X

k Y Y U b X Y V hn)

X

X X

      

      

XYlnt Ylnt

                         lnt  .
 

Приравнивая нулю касательные и нормальные составляющие, получим 

k( Y Y Xk)Y Hess U k X

Xlnt U b X Y V ,

X X XY      

 

) ( ( ) ( )(( )

( ) ) ( , )

lnt Ylnt

                                                                    

1
 

   ( ) ( )( ) ( , ) ( , )Hess kb X Y b X Y hXYlnt l Ylnt Xlnt l ,  

где 

Hess YXY X
   lnt XYlnt lnt( ) . 

гессиан функции lnt в связности  . Так как Xk k)Xlnt (1 , то имеет место 

Теорема 2. Если f есть центральная проекция и n>2, то связность   Леви 

- Чивита метрики g  имеет вид 

       X XY Y Y X
kl

b X Y h b X Y k)U
k

b X Y V .( ( ( ( , ) ( , ) ( , )Xlnk) Ylnk)
1 1

 

Теорема 3. Если n>2 и центральная проекция f есть конформное преобра-

зование, не являющееся соответствием Петерсона, то 

b X Y
h

l

m
b X Y

k

l
Kg X Y( , )( ) ( , ) ( , )  


 ,  

где K
k( k)


1


 . 

Доказательство. В силу (8), (9) и условия k( k)1 0  , получим  

     


 X XY Y Xlnk)Y X
k(k

b X Y
h

l

m
b X Y

k

l
W( (

)
( ( , )( ) ( , ) )Ylnk)



1

. 

С другой стороны, если f конформное отображение  4 , то 

     X XY Y Y X g X Y W( ( ( , )Xlnk) Ylnk) . 

Откуда следует утверждение теоремы. 

Следствие 4. Если n>2  и центральная проекция f есть конформное отоб-

ражение на плоскость, не являющееся соответствием Петерсона, то M  ло-

кально гиперсфера.  

Доказательство. Если M  гиперплоскость, то b  0 и  

b X Y
k l

g X Y( , )
( )

( , )
1


 , ( )k l 1 0 , 

т.е. M  - локально гиперсфера. 
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ON A GEOMETRY OF A CENTRAL PROJECTION  

OF A PAIR OF HYPERSURFACES 

 

     A pair of smooth hypersurfaces M, M and the central projection f: M  M in Eu-

clidean space are examined. 
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Понятия проективной связности и пространства проективной связности 

определяются разными методами, имеют различный смысл и продолжают разви-

ваться [1]-[17]. Широко известны объект проективной связности Томаса, проек-

тивная связность Картана, центропроективная и проективная связности в глав-

ных расслоениях соответствующих реперов. На дифференцируемом многообра-

зии применяются разнообразные способы описания проективных связностей 

[18]-[22]. 

В статье производится одна из возможных проективизаций дифференцируе-

мого многообразия, в результате которой касательные пространства многообра-

зия становятся центропроективными пространствами той же размерности. Такое 

многообразие называется центропроективным. Выделяются голономные и него-

лономные центропроективные многообразия. С помощью этих многообразий 

естественно определяются центропроективная связность в голономном и него-




