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ОБ УСЛОВИИ,  НАЛАГАЕМОМ  НА  УРАВНЕНИЕ 

у=f(x,у,у,у),   ДОПУСКАЮЩЕЕ   СВЯЗНОСТЬ  С 5-МЕРНОЙ 

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ  ГРУППОЙ 

 

Как известно [1],  ко всякому обыкновенному  дифференциальному уравне-

нию 3-го порядка 

y=f(x,y,y,y)                                                   (1) 

инвариантным (относительно псевдогруппы точечных аналитических преобразо-

ваний координат) образом присоединяется расслоенное пространство со связно-

стью. Для  уравнения общего вида фундаментальной группой связности является 

группа g2,6 (3). Она имеет размерность, равную семи, т. е. максимально возмож-

ную. Вполне естественным образом возникает вопрос: а существуют ли уравне-

ния, для которых размерность р фундаментальной группы расслоения равна ше-

сти, пяти и так далее? В [3] эта задача решена для 6-мерной фундаментальной 

группы. Оказалось, что уравнение (1) допускает инвариантное присоединение к 

себе связности с 6-мерной фундаментальной группой в том и только в том слу-

чае, когда оно с точностью до точечной аналитической замены координат экви-

валентно уравнению вида: 

у=А(у)
2
+Ву+С,   

где       А,В,С=А,В,С(х,у,у);         А
3

 ó D õ ó( , )
, 

причем   единственно  возможной 6-мерной фундаментальной группой для тако-

го уравнения является группа g4,2 .Настоящая работа посвящена анализу пробле-

мы в случае, когда  р=5. 

Итак, рассмотрим уравнение (1). Приведем структурные уравнения Картана 

расслоенного пространства со связностью общего типа, присоединенного к это-

му уравнению [2]: 
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Формы кручения-кривизны в уравнениях  (2)  имеют вид: 
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Коэффициенты a, b, c, e, g, h, k, m, n, r образуют полную систему дифферен-

циальных инвариантов уравнения (1). Выпишем  выражения для их дифференци-

алов  [3]: 
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Правые части этих равенств - линейные комбинации  форм  
1
, 

2
, 1

2  и 11
2 . 

Из соотношений (4) видно, что дифференциальные инварианты уравнения (1) 

либо являются относительными инвариантами, либо становятся ими в случае об-

ращения в нуль некоторых относительных инвариантов. 

Допустим, что фундаментальная группа связности, соответствующей уравне-

нию (1), имеет размерность, равную пяти. Тогда среди его дифференциальных  

инвариантов есть хотя бы один, отличный от нуля (в противном случае [2] фун-

даментальной будет 7-мерная группа g2,6(3)). 

Пусть I - один из относительных инвариантов уравнения (1). Тогда его диф-

ференциал удовлетворяет соотношению: 

dI+I(s11
1 +s2 2

2 ) = t1
1
+t2

2
+t31

2 +t411
2  ,                                (5) 

где tj  (j = 1,2,3,4)- некоторые новые инварианты уравнения . 

Для I, как для всякого относительного инварианта, возможны два инвариант-

но различных случая: I = 0 и I 0.Допустим, что I 0. Проведем канонизацию 

I=1. Из (5) получим : 

s1 1
1 +s2 2

2 = t1
1
+t2

2
+t31

2 +t411
2 .                                 (6) 

Продифференцируем это равенство внешним образом. В качестве одного из 

дифференциальных следствий получим соотношение:  

dt1-t1 1
1 +(s1+s2) 11

1 = ~ 1,  

где ~ 1-линейная  комбинация главных форм касательного элемента второго по-

рядка. Разумеется, в плоском случае, когда тензор кручения-кривизны в уравне-

ниях (2) обращается в нуль, они должны являться уравнениями структуры фун-
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даментальной группы. Следовательно, все инварианты, служащие коэффициен-

тами уравнений (2), в частности, инвариант t1, обязаны в этом случае быть кон-

стантами. При этом условии последнее равенство имеет вид: 

-t1 1
1 +(s1+s2) 11

1 = ~ 1 .                                      (7) 

Предположим, что инвариант s2 отличен от нуля. Выразим из (6) форму  2
2  через 

остальные. Подставим полученное выражение в уравнения структуры (2). Второе 

уравнение станет выглядеть так: 
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( ~ 2 - линейная комбинация главных форм касательного элемента второго поряд-

ка). Продифференцируем это уравнение внешним образом. Среди прочих  полу-

чим соотношение -
s

s

1

2

=1 или s1+s2=0 . Этому условию, как видно из (4), из отно-

сительных инвариантов удовлетворяет лишь инвариант k . Но в качестве отлич-

ного от нуля относительного инварианта k не годится , и вот почему: если допу-

стить, что других отличных от нуля инвариантов уравнение (1) не имеет, то фун-

даментальной группой [3] окажется 6-мерная группа g4,2 ;  если же отличным от 

нуля будет еще хотя бы один инвариант, то, в силу (6) и (7), формы  1
1 ,  2

2  и 11
1  

станут зависимыми от форм 
1
, 

2
, 1

2  и 11
2 , а значит, фундаментальная группа 

не может иметь в этом случае размерность, большую четырех. 

Следовательно, все относительные инварианты, для которых s2 0, должны 

обращаться в нуль. Поэтому 

b=e=g=k=m=0   a=k=0 ; 

при этом коэффициенты h, n и r становятся  относительными инвариантами, для 

которых s2 0. Проведя рассуждения, аналогичные предыдущим, получаем, что 

c 0. Воспользовавшись выражением для c в координатном виде [2], получаем, 

что справедлива 

Теорема. Если обыкновенное дифференциальное уравнение 3-го порядка (1) 

допускает инвариантное присоединение к себе связности с 5-мерной фундамен-

тальной группой,  то удовлетворяется соотношение 

 6f2+2f3f4+
4

9
(f4)

3 -2f4(f41+f42y+f43 y )-ff4f44+f42 y -2ff43+f44(f1+f2 y+ f3 y )-3f31- 

-3f 32 y-  3f33 y +f411+2f421 y+2f431 y +2ff441+f422(y)
2
+ 

+2f432y y  +2ff442y+f433( y )
2
+2ff443 y  0. 

Здесь переменным x, y, y, y приписаны номера 1,2,3,4 соответственно и ис-

пользованы обозначения: 
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ON THE CONDITION IMPOSED ON EQUATION у´´´=f(х.у,у´,у´´), 

PERMITTING CONNECTION WITH 5-DIMENTIONAL FUNDAMENTAL 

GROUP 

 

Necessary condition is found, that ordinary differential equation of 3-nd order 

should admit addition to itself connection with  5-dimensional fundamental group. 
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О  6-МЕРНЫХ  ЭРМИТОВЫХ   ПОДМНОГООБРАЗИЯХ  

АЛГЕБРЫ   КЭЛИ 

 
Одним из наиболее красивых и содержательных примеров эрмитовых многообразий 

являются 6-мерные ориентируемые подмногообразия алгебры октав. Приводится ряд 

результатов о свойствах таких многообразий.  

 

Напомним, что эрмитовым называется многообразие M
2n

, наделенное почти 

комплексной структурой J и римановой метрикой g=<.,.> при выполнении усло-

вий: 

<JX,JY>=<X,Y> , X,Y (М); [X,Y]+J[JX,Y]+J[X,JY]-[JX,JY]=0 

1. Как известно, тензором Риччи ric риманова многообразия называется тен-

зор, компоненты которого связаны с компонентами тензора римановой кривизны  

(тензора Римана-Кристофеля) следующим образом [1]: 

ricij = R i jk
k . 

Этот тензор симметричен; значение соответствующей квадратичной формы на 

векторе Х, Х(М) называется кривизной Риччи и обозначается S(X).Таким об-

разом, 




