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1 
Индуцирование аналога связности Нейфельда 

на грассмаподобном многообразии центрированных плоскостей 
 

В n-мерном проективном пространстве рассмотрено грасс-
маноподобное многообразие центрированных плоскостей. 
Над ним возникает некоторое главное расслоение, в котором 
задается аналог связности Нейфельда. Доказано, что аналог 
сильной нормализации Нордена индуцирует данную связность. 
 
Ключевые слова: проективное пространство, грассманоподобное 

многообразие центрированных плоскостей, главное расслоение, ана-
лог сильной нормализации Нордена, связность Нейфельда. 

                                                 
© Белова О. О., 2014 



Дифференциальная  геометрия  многообразий фигур 

24 

Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к под-

вижному реперу { IA,A } ( n,...,I 1 ), инфинитезимальные пе-

ремещения которого определяются формулами 

 I
I AAdA   , AAAdA IJ

J
III   ,  (1) 

причем формы Пфаффа I , J
I , I  удовлетворяют струк-

турным уравнениям Картана проективной группы GP(n) [1]: 

 
, ,

.

I J I J
J I I J

I K I I K I
J J K J K J

D D

D

   

     

     

       
  (2) 

В пространстве nP  рассмотрим грассманоподобное много-

образие *( , )Gr m n  [2] m-мерных центрированных плоскостей 
*
mL . Произведем специализацию подвижного репера 

{ A,A,A a } ( m,...,a 1 ; n,m..., 1 ), помещая вершины A, 

aA  на центрированную плоскость ]A,A[L a
*

m   и фиксируя 

центр A. Из выражений (1) следует, что формы a ,  , a  

являются главными, а формы  , a  — базисными. Уравне-

ния грассманоподобного многообразия *( , )Gr m n  центриро-

ванных плоскостей имеют вид 

 a a ab
b

 
       , 

причем компоненты фундаментального объекта { , }a ab
      

удовлетворяют дифференциальным сравнениям по модулю 

базисных форм  , a
 : 

 0a ab a
b        , 0ab

  .  (3) 
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Базисные формы удовлетворяют вытекающим из (2) струк-
турным уравнениям 

 
( ) ,

,

a ab
ab

b
a a ab

D

D

     
  

    
 

    

  

      

   
  (4) 

где 

  
   , 

 b b b
a a a

  
        ,  (5) 

 a a
 
     . 

Находим внешние дифференциалы от форм (5) 

 a
aD       

             , 

 b b c b bc
a c a a c aD       

               ,  (6) 

 b
a b a a aD       

             , 

где 

 a
a

   
               , a ba a

b
  
          ,  

 b b b
a a a

  
            , 

 bc bc b c c b
a a a a

   
                  ,  

      . 

Над грассманоподобным многообразием центрированных 

плоскостей *( , )Gr m n  возникает главное расслоение L ( *Gr ) со 

структурными уравнениями (4), (6), типовым слоем которого 
является группа Ли L, действующая в касательном простран-

стве к многообразию *Gr . В главном расслоении L ( *Gr ) за-
дадим аналог связности Нейфельда [3; 4] способом Лаптева — 
Лумисте. 
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Введем новые формы 

 a
aГ L     

         , 

 b b b bc
a a a a cГ L     

           ,  (7) 

 b
a a a a bП G     

           . 

Рассмотрим дифференциалы форм (7): 

 ( )a
aD Г L       

                    

 ( )a a
a L Г Г      

             

 ( )a a a
aL Г Г L Г      

              

 ( )b a ab
a bL L Г    

         , 

 ( )b b c b bc b
a c a a a c aD Г L       

                       

 ( )bc bc b c
c a a c aL Г Г      

                 

 ( )bc e b c b ec
e a a e a cL Г Г Г L      

                   

 ( )be dc b ce
d a a c eL L Г    

            ,  (8) 

 b
a b a aD     

                

 ( )b b
a a b a b aП G Г Г       

                    

 ( )b cb b b
b a a c a aG L L      

                   

 ( )b
b a aП Г Г П     

             

 ( b c b cb b
c a a c a aG Г П П L Г G      

                    

 )b
a bL П   

        

 ( )b ec bc b c
e a a a b cG L П L G      

                . 
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Связность в главном расслоении L ( *Gr ) задается с помощью 

поля объекта связности Г = { , , , , ,a b bc b
a a a aГ L Г L П G     

          } на 

базе *( , )Gr m n  уравнениями 

 a a
a aГ L Г Г       

            , 

 a a a ab
bL L L     

        , 

 b bc b b bc
a a c a a a cГ L Г Г       

                 , 

 bc bc bc bce
a a a a eL L L     

            ,  (9) 

 b b b
a a b a b a a a bП G Г Г П П          

                       , 

 b cb b b b bc
a a c a a a a cG L L G G         

                      , 

где оператор   действует следующим образом: 

 b b c b b
a a a c aГ dГ Г Г    

               

 b b b d
a a d aГ Г Г    

            . 

Осуществим аналог сильной нормализации Нордена [5] 
данного многообразия полями следующих геометрических 
образов: (n-m-1)-плоскостью 1n mP   , не имеющей общих точек 

с плоскостью *
mL , и (m-1)-плоскостью 1mP  , принадлежащей 

плоскости *
mL  и не проходящей через ее центр. Плоскость 

1n mP    зададим совокупностью точек a
aB A A A       , а 

плоскость 1mP   — точками а а аB A A  . Находя дифферен-

циалы базисных точек оснащающих плоскостей и требуя от-
носительную инвариантность этих плоскостей, получим 

 0a a
     , 0a

a         , 0a a    .  (10) 
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Аналог сильной нормализации Нордена, задаваемой полем 

квазитензора { , , }a
a      на многообразии *( , )Gr m n , по-

зволяет охватить компоненты объекта связности Г 

 Г  
          , 

 a a ba
bL  

           , 

 b b b
a a aГ  

            , 

 bc bc b c c b
a a a aL   

                  ,  (11) 

 b
a a bП 

       , 

 b cb b
a a c aG  

             , 

где a a a
      , a

a       . Функции (11) в силу срав-

нений (3) и (10) удовлетворяют дифференциальным уравнени-
ям (9). Таким образом, справедлива 

Теорема. Аналог сильной нормализации Нордена грассма-
ноподобного многообразия центрированных плоскостей инду-
цирует аналог связности Нейфельда в ассоциированном рас-

слоении L ( *Gr ). 
 

Список литературы 
 
1. Шевченко Ю. И. Оснащения центропроективных многообра-

зий. Калининград, 2000. 
2. Белова О. О. Связность в расслоении, ассоциированном с 

грассманоподобным многообразием центрированных плоскостей // 
Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева. 2006. № 5 (52). С. 18—20. 

3. Норден А. П. Проективные метрики на грассмановых многооб-
разиях // Изв. вузов. Матем., 1981. № 11. С. 80—83. 

4. Малахальцев М. А. О внутренней геометрии связности Ней-
фельда // Там же. 1986. № 2. С. 67—69. 

5. Норден А. П. Пространства аффинной связности. М., 1976. 



О. О. Белова 

29 

 
O. Belova 

 
Inducing an analog of Neifeld’s connection 

on the Grassman-like manifold of centered planes 
 

Grassman-like manifold *( , )Gr m n  of centered m-planes is consid-

ered in the projective space nP . Principal fiber bundle is arised above it. 

Analog of Neifeld’s connection is given in this fibering. It is proved, that 
the analog of Norden’s normalization of Grassman-like manifold of cen-
tered planes induces this connection. 
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1 
Геометрические структуры на линейных алгебрах 

 
Рассматриваются пространства с фундаментальной фор-

мой произвольной степени. Такие пространства можно реали-
зовать на линейных алгебрах, если в качестве фундаменталь-
ной формы брать детерминант произвольного элемента или 
произведения нескольких элементов, если такое произведение 
дает форму со значениями в основном поле. 
 
Ключевые слова: алгебры, геометрические структуры, группа 

движений, почти евклидовы пространства. 
 
Среди геометрических структур, определяемых на основе 

линейного пространства, можно выделить один класс, кото-
рый представляется естественным обобщением евклидовых 
пространств. Геометрия пространств из этого класса опреде-
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