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О СТРУКТУРНЫХ УРАВНЕНИЯХ ПРОЕКТИВНОЙ ГРУППЫ  

 
Исследованы структурные уравнения проективной группы в линейной и проек-

тивной записях. Показано, что линейная запись неудобна для выделения подгрупп 

проективной группы, а проективная запись лишена указанного недостатка. Для этого 

потребовалось развить понятие рассеченного пространства Нордена, а именно, рас-

смотреть следующие специальные проективные пространства: центропроективное, 

коцентропроективное, m-проективное, парапроективное, разрезанное и полуразре-

занное парапроективное. 

С помощью проективной записи легко доказывается, что проективное простран-

ство, представляемое как пространство точек, является голономным гладким (точ-

нее, центропроективным) многообразием. Проективное пространство, рассматрива-

емое как пространство гиперплоскостей, есть голономное гладкое (точнее, аффин-

ное) многообразие. Структурные уравнения проективной группы в проективной за-

писи хорошо подходят для описания расслоений центропроективных и линейных 

реперов над проективным пространством.  

 

Рассмотрим n-мерное проективное пространство nP , которое можно пред-

ставлять как факторпространство 1nL  /~, где 1nL  - линейное пространство раз-

мерности n+1, а отношение эквивалентности ~ относит в один класс ненулевые 

коллинеарные векторы, т.е. 

A ~ BAB   )0,LB,A( 1n   . 

Значит, точкой А проективного пространства nP  является класс эквивалентности 

}A{ , порожденный вектором A . Часто говорят о геометрической точке А и ана-

литической точке A , представляющей геометрическую точку А. Мы не будем 

пользоваться этой терминологией и писать черточку над аналитическими точка-

ми, так как в формулах используются аналитические точки, а в рассуждениях – 

соответствующие геометрические точки. Не будем использовать и так называе-

мую единичную точку. 

Отнесем проективное пространство nP  к подвижному реперу }A{R I , при-

чем индексы принимают n+1 значений: n,0K,J,I  . Деривационные формулы 

(см., например, [1,с.22; 3,с.354; 4,с.18; 6,с.65; 11,с.12]) вершин репера R имеют 

вид: 

J
J
II AdA 

  ,       (1) 

где d - символ обычного дифференцирования в пространстве nP , 
J
I

 - линейные 

дифференциальные формы. Продифференцируем уравнения (1) внешним обра-

зом 
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  , 

где D – символ внешнего дифференцирования. В проективном пространстве nP  

дифференциалы IdA   полные, т.е. 0)dA(D I  , поэтому с использованием урав-

нений (1) имеем 

0A)D( J
K
I

J
K

J
I  








 , 

откуда в силу линейной независимости базисных точек JA   и анти-

коммутативности внешнего умножения получаются структурные уравнения Кар-

тана 
J
K

K
I

J
ID








  .               (2) 

Это структурные уравнения линейной группы )1n(GL  , действующей эф-

фективно в линейном пространстве 1nL   и неэффективно в проективном про-

странстве nP . Из линейной группы )1n(GL   выделяют эффективно действую-

щую в пространстве nP  специальную линейную группу SGL(n+1) с помощью 

условия (см., например, [1,c.22]) 

0I
I 

 .       (3) 

Размерности линейной и специальной линейной групп равны числу независимых 

форм, входящих в структурные уравнения (2): 

)2n(n)1n(SGLdim,)1n()1n(GLdim 2  . 

Структурные уравнения (2,3) специальной линейной группы SGL(n+1) называют 

(см., например, [1,c.22; 6,с.66]) уравнениями структуры проективного простран-

ства nP . 

Замечание . Равенство (3) по внешней аналогии с условием эквиаффинности 

называют условием эквипроективности (см., например, [3,с.355; 6,с.65]). Лучше 

называть его условием проективности, так как оно выделяет специальную ли-

нейную группу SGL(n+1), изоморфную проективной группе GP(n), действующей 

эффективно в пространстве nP . Отметим, что эквипроективность Трейси Томас 

[13] имеет другое значение. 

Покажем, что аналитический аппарат (1-3) неудобен для выделения под-

групп. Во-первых, проективное пространство nP  является обобщением аф-

финного пространства nA , но уравнения структуры аффинного пространства, 

иначе говоря, структурные уравнения действующей в аффинном пространстве 

nA  аффинной группы GA(n) 

D D I J K L nI J
J
I

I
J

I
K

K
J         , ( , , , , ),1             (4) 

непосредственно не получаются из структурных уравнений (2,3) специальной 

линейной группы SGL(n+1), действующей в пространстве nP . Отметим, что раз-

мерность аффинной группы dim GA(n)=n(n+1). 

Во-вторых, рассмотрим подпространство mP  проективного пространства nP . 

Произведем разбиение значений индексов 
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n,1m;m,0k,j,i);,i(I  . 

Поместим вершины iA   репера }A,A{R i   в подпространство mP . Запишем 

для них деривационные формулы (1) 






  AAdA ij
j
ii ,                                      (5) 

откуда вытекают уравнения стационарности подпространства mP  

0i 
 .                                                      (6) 

Формулы (5) упрощаются 

j
j
ii AA 

  ,                                                (7) 

где  - дифференцирование при фиксации подпространства mP ,   )6( . 

Напишем структурные уравнения (2) для форм 
j
i


  

j
i

j
k

k
i

j
iD














  . 

Используя уравнения (6), получим 
j
k

k
i

j
iD








  .                                             (8) 

Из условия (3) имеем 0i
i  




 , откуда  

0i
i  




 .                                             (9) 

Таким образом, деривационные формулы (7) и структурные уравнения (8) для 

подпространства mP  аналогичны формулам (1) и уравнениям (2) для простран-

ства nP , но условия (9) не аналогичны равенствам (3). Результат сформулируем в 

двух равносильных утверждениях. 

Теорема 1. При ограничении аналитического аппарата (1-3) проективного 

пространства nP  на подпространство mP  получается другой аналитический 

аппарат (7-9). 

Теорема 2. Если в проективном пространстве nP  действует специальная 

линейная группа SGL(n+1), то в подпространстве mP действует линейная груп-

па GL(m+1). 

Построим аналитический аппарат, лишенный указанных недостатков. Вос-

пользуемся деривационными формулами (1) и структурными уравнениями (2) в 

предположении, что условие проективности (3) не выполняется. Введем новые 

формы [3,с.354; 4,с.10,18; 6,с.66; 111,с.12] 
0
0

I
J

I
J

I
J 








 .                                           (10) 

Выделим значение 0 индекса   J J0, .Формы (10) запишем подробнее 

)0(,, 0
0

0
II

0
0

I
J

I
J

I
J

I
0

I  ,                    (11) 

где опущен нулик у форм 
0
I

I
0 , . Эти формы независимы, их число равно n(n+2), 

поэтому они являются базисными формами проективной группы GP(n), дей-

ствующей эффективно в проективном пространстве nP . 
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Выведем структурные уравнения для базисных форм (11) проективной груп-

пы GP(n). Дифференцируя их внешним образом с использованием структурных 

уравнений (2), получим 
I
J

JIID  ,   IJ
J
IID  

K
KI

J
I
K

K
J

I
J

I
JD  , 

где 0
0 . Подставляя выражения форм 

I
J  из обозначений (11), найдем 

,D I
J

JI                                                    (12) 

K
KI

J
I
K

K
J

I
J

I
JD  ,                                (13) 

J
J
IID  .                                                  (14) 

Это структурные уравнения проективной группы GP(n). Они используются реже 

[2,с.173; 4,с.10,18; 6,с.66; 11,с.12; 12,с.121], чем структурные уравнения (2,3) 

специальной линейной группы SGL(n+1), но более удобны. 

Запишем деривационные формулы (1) подробнее 

J
J
I

0
III

I
0 AAdA,AAdA  , 

где 0AA  . Внесем в них базисные формы (11) проективной группы GP(n) 

AAAdA,AAdA IJ
J
IIII

I  .                        (15) 

Это деривационные формулы подвижного репера }A,A{R I  проективного 

пространства nP . Отметим, что в формулы (15) наряду с формами (11) входит 

форма  , но слагаемые с ней не играют существенной роли в проективном про-

странстве nP . 

Развивая понятие рассеченного пространства [5], для специальных проектив-

ных пространств введем названия и обозначения, часть которых будем использо-

вать и для аффинных пространств. 

Определение. Проективное пространство nP  назовем : 1) центропро-

ективным 

nP , если в нем фиксирована точка 0P ; 2) m-проективным 

m
nP , если в 

нем фиксировано m-мерное подпространство mP  (
 n

0
n PP ); 3) коцентропроек-

тивным 
1n

nn PP   , если в нем фиксирована гиперплоскость 1nP  ; 4) парапроек-

тивным 

nP , если в нем фиксирована пара ( 1n0 P,P  ), где 1n0 PP  ; 5) разрезан-

ным, если фиксированная фигура удалена: ,P\PP 0nn
   ,P\PP 1nnn 

   

)PP(\PP 1n0nn 
  ; 6) полуразрезанным парапроективным , если удалена 

лишь одна фигура фиксированной пары: 1nnn0nn P\PP,P\PP 
  . 

Покажем достоинства аналитического аппарата (12-15). Рассмотрим коцен-

тропроективное пространство nP . Расположим на гиперплоскости 1nP   верши-

ны IA  подвижного репера R, тогда из второй формулы (15) найдем уравнения 

стационарности гиперплоскости 1nP   
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0I  .                           (16) 

Из структурных уравнений (14) видно, что эта система дифференциальных урав-

нений вполне интегрируема. Учитывая уравнения (16) в структурных уравнениях 

(12,13), получим уравнения (4), в которых   )16( . 

Теорема 3. Структурные уравнения (12-14) проективной группы GP(n) 

обобщают структурные уравнения (4) аффинной группы GA(n). 

Теорема 4. Коцентропроективное пространство nP  является расши-

ренным аффинным пространством, в котором 1nP   играет роль несобственной 

гиперплоскости. Разрезанное коцентропроективное пространство nP  есть 

аффинное пространство nA , т.е. nA = nP . 

Рассмотрим центропроективное пространство 
nP . Поместим в точку 0P  вер-

шину А подвижного репера R, тогда из первой формулы (15) найдем уравнения 

стационарности точки 0P  
 

0I  .                                                       (17) 

Из структурных уравнений (12) видно, что эта система дифференциальных урав-

нений вполне интегрируема. Учитывая уравнения (17) в структурных уравнениях 

(13,14), получим 
 

J
J
II

I
K

K
J

I
J D,D  ,                               (18) 

где   )17( . Это структурные уравнения центропроективной или коаффинной 

группы )n(AG   с размерностью dim )n(AG  =n(n+1). 

Теорема 5. Структурные уравнения (12-14) проективной группы GP(n) 

обобщают структурные уравнения (18) коаффинной группы )n(AG  . 

Теорема 6. Центропроективное пространство 
nP  является расширенным 

коаффинным пространством, в котором 0P  играет роль несобственной точки. 

Разрезанное центропроективное пространство 
nP  есть коаффинное про-

странство nA , т.е. nA = 
nP . 

Рассмотрим парапроективное пространство 
nP . Совместив вершину А по-

движного репера R с точкой 0P  и поместив вершины IA  на гиперплоскость 1nP  , 

получим уравнения стационарности (16,17) пары ( 0P , 1nP  ). Учитывая эти урав-

нения в структурных уравнениях (13), найдем 
 

I
K

K
J

I
JD  ,                                              (19) 

где   )17,16( . Это структурные уравнения линейной группы GL(n) с размер-

ностью dim GL(n)= 2n . 
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Теорема 7. Структурные уравнения (12-14) проективной группы GP(n) 

обобщают структурные уравнения (19) линейной группы GL(n). 

Теорема 8. Парапроективное пространство 
nP  является расширением 

разрезанного центроаффинного пространства 
nA , для которого 0P  и 1nP   иг-

рают роли несобственных точки и гиперплоскости. Разрезанное парапроектив-

ное пространство 
nP  есть разрезанное центроаффинное пространство 

nA , 

т.е. 
nA = 

nP . Полуразрезанное парапроективное пространство 
nP  совпада-

ет с центроаффинным пространством 
nA , т.е. 

nA = 
nP . 

Отметим, что линейная группа GL(n) действует как в центроаффинном про-

странстве 
nA , так и в линейном пространстве nL  векторов пространства 

nA . 

Подгруппы проективной группы GP(n) связаны отношениями включения     

)n(GP)n(AG)n(GL

)n(GP)n(GA)n(GL




. 

Рассмотрим m-проективное n-пространство m
nP . Произведем разбиение зна-

чений индексов 

n,1m;m,1k,j,i);,i(I  . 

Поместим вершины А, iA  репера R в подпространство mP . Запишем для них де-

ривационные формулы (15) 

AAAAdA,AAAdA iij
j
iiii

i  



 ,          (20) 

откуда вытекают уравнения стационарности подпространства mP  

0,0 i   .                                               (21) 

Формулы (20) упрощаются 

AAAA,AAA ij
j
iiii

i  ,               (22) 

где   )21( . Запишем структурные уравнения (12-14) для форм i
i
j

i ,,   

        ii
j

jiD 
  , 

  ij
j
iiD , 

        )(D k
ki

j
i

j
i
k

k
j

i
j

i
j 




  , 

Используя условия (21), получим 

D D

D

i j
j
i

i i
j

j

j
i

j
i

j
k

K
i

j
i k

k

     

       

   

     

, ,

.
                     (23) 

Это структурные уравнения проективной группы GP(m)GP(n) с размерно-

стью dimGP(m)=m(m+2), действующей в подпространстве mP . 

Таким образом, деривационные формулы (22) и структурные уравнения (23) для 

подпространства mP  аналогичны формулам (15) и уравнениям (12-14) для про-

странства nP . 
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Теорема 9. При ограничении аналитического аппарата (12-15) проективно-

го пространства nP  на подпространство mP  получается аналогичный анали-

тический аппарат (22,23). 

Формы I  являются структурными формами проективного пространства nP , 

так как при I =0 фиксируется точка А nP , поэтому уравнения (12) являются 

структурными уравнениями проективного пространства nP , рассматриваемого 

как гладкое многообразие точек. Уравнения (13), являющиеся продолжениями 

структурных уравнений (12), запишем в виде:  
 

I
JK

KI
K

K
J

I
JD  ,                                       (24) 

где 

J
I
KK

I
J

I
JK                                            (25) 

- симметричные по нижним индексам формы. С помощью уравнений (14) диф-

ференцируем формы I
JK  внешним образом 

)()(D L
I
K

L
JL

I
J

L
K

I
JK  . 

Внесем в них формы (25) 
 

L
K

I
JL

L
J

I
LK

I
L

L
JK

I
JKD  . 

Можно считать, что продолжения форм I
JK - формы I

JKL  равны нулю, поэтому 

симметричны при перестановках нижних индексов и т.д.  

Теорема 10. Проективное пространство nP , рассматриваемое обычно как 

пространство точек – многообразие Грассмана Gr(0,n), является голономным 

гладким (точнее, центропроективным, или коаффинным) многообразием [7-10]. 

В силу двойственности  структурных уравнений (12-14) имеет место 

Теорема 11. Проективное пространство nP , рассматриваемое как про-

странство гиперплоскостей – многообразие Грассмана Gr(n-1,n), является го-

лономным гладким (точнее, аффинным) многообразием. 

Вывод. Структурные уравнения (12-14) проективной группы  GP(n) подходят 

для описания расслоений. Они показывают, что над проективным пространством 

nP  имеется расслоение центропроективных (коаффинных) реперов C(P n )- глав-

ное расслоение с типовым слоем – центропроективной (коаффинной) группой 

)n(AGС  , действующей в центропроективном пространстве 
nP , возникающем 

при фиксации точки А nP . Из структурных уравнений (12,24) видно, что проек-

тивное пространство nP  служит базой расслоения линейных реперов L P
n n2 ( ), 

типовым слоем которого является линейная группа )n(GLL 2n
 , действующая в 

пучке прямых, называемых направлениями, с центром A nP . 

___________________ 
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Yu.I. S h e v c h e n k o 

 

ON STRUCTURE EQUATIONS OF PROJECTIVE GROUP 

 

Structure equations of projective group in linear and projective record are investi-

gated. It is known, that linear recording is inconvenient for singling out of subgroups 

of the projective group, and projective recording has no indicated defect. For that it is 

necessary to develope Norden split space notion, that is to consider following special 

projective spaces: centerprojective, cocenterprojective, m-projective, pairprojective, 

cut and semicut paraprojective. 

By means of projective recording it is easy proved, that projective space, repre-

sented as point space, is holonomic smooth (exactly, centerprojective) manifold. Pro-

jective space, considered as the space of hyperplanes, is holonomic smooth (exactly, 

affine) manifold. Structure equations of projective group in the projective recording 

fits very well for describing of bundles of centerprojective and linear frames over rpro-

jective space. 




