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Индуцированная связность Нейфельда 
на центрированном многообразии Грассмана 

 
В n-мерном проективном пространстве рассмотрено цен-

трированное многообразие Грассмана (семейство плоскостей, 
проходящих через одну точку). Над ним возникает главное 
расслоение касательных линейных реперов, типовым слоем 
которого является линейная группа, действующая в касатель-
ном пространстве к центрированному многообразию Грасс-
мана. В этом расслоении задается связность Нейфельда. Пока-
зано, что объекты кривизны и кручения связности Нейфельда 
— тензоры. Доказано, что оснащение Бортолотти индуцирует 
данную связность. 
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Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к под-

вижному реперу { IA,A } ( n,...,I 1 ), инфинитезимальные пе-
ремещения которого определяются формулами 
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I AAdA   , AAAdA IJ

J
III   ,  (1) 

причем формы Пфаффа I , J
I , I  удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы GP(n) [1] 
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В пространстве nP  рассмотрим центрированное многооб-
разие Грассмана *V , то  есть многообразие всех m-мерных 
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плоскостей mL , проходящих через фиксированную точку. Произ-

ведем специализацию подвижного репера { A,A,A a } 

( m,...,a 1 ; n,m..., 1 ), помещая вершину A в данную точку, 

а вершины aA  — на центрированную плоскость ]A,A[L a
*

m  . 

При фиксации точки A получим тождество 0I . Из формул (1) 

следует, что формы a  базисными. Они удовлетворяют выте-
кающим из выражений (2) структурным уравнениям 

 b
a abD    

  ,  (3) 

где 

 b b b
a a a    
      .  (4) 

Находим внешние дифференциалы от форм (4) 

 αb γb αc γ αbc
aβ cβ aγ c aβγDΩ Ω Ω ω Ω    ,  (5) 

где αbc b α c α c b
aβγ a γ β β a γΩ δ δ ω δ δ ω   . 

Над центрированным многообразием Грассмана *V  воз-
никает главное расслоение касательных линейных реперов 
L ( *V ) со структурными уравнениями (3), (5). Типовым слоем 
расслоения L ( *V ) является линейная группа, действующая в 
касательном пространстве к многообразию *V . В главном 
расслоении L ( *V ) зададим связность Нейфельда [2; 3] спосо-
бом Лаптева — Лумисте. 

Замечание. Термин «связность Нейфельда» предложен 
А. П. Норденом [4]. 

Введем новые формы 
 αb αb αbc γ

aβ aβ aβγ cΩ Ω Γ ω  .  (6) 

Рассмотрим дифференциалы форм (6) 
 ( )αb γb αc γ αbc αbc

aβ cβ aγ c aβγ aβγDΩ Ω Ω ω ΔΓ Ω         

 ηbc αed γ μ
eβγ aημ c dΓ Γ ω ω  .  (7) 

Связность в главном расслоении L ( *V ) задается с помощью 
поля объекта связности Г = { αbc

aβγΓ } на базе *V  уравнениями 
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 αbc αbc αbcd μ
aβγ aβγ aβγμ dΔΓ Ω Γ ω  ,  (8) 

где оператор Δ  действует следующим образом: 

 αbc αbc αbd c αdc b μbc α
aβγ aβγ aβγ d aβγ d aβγ μΔΓ dΓ Γ ω Γ ω Γ ω      

 αbc μ αbc μ αbc d
aβμ γ aμγ β dβγ aΓ ω Γ ω Γ ω   . 

Осуществим оснащение Бортолотти центрированного мно-
гообразия Грассмана *V , которое состоит в присоединении к 
каждой m-плоскости *

mL  многообразия *V  (n – m – 1)-плоскости 

1n mP   , не имеющей общих точек с плоскостью *
mL . Плоскость 

1n mP    зададим системой точек a
α α α aB A λ A  . Дифференциа-

лы базисных точек оснащающей плоскости 1n mP    имеют сле-
дующий вид: 
 ( ) ( )β b β a a a b β

α α α b β α α β α b adB ω λ ω B Δλ ω λ λ ω A     . 

Требуя относительную инвариантность плоскости 1n mP   , по-
лучим 
 a a ab β

α α αβ bΔλ ω λ ω  .  (9) 

Оснащение Бортолотти, задаваемое полем квазитензора 
{ a

αλ } на многообразии *V , позволяет охватить компоненты 
объекта связности Г 
 αbc b α c α c b

aβγ a γ β β a γΓ δ δ λ δ δ λ   . 

Эти функции в силу уравнений (9) удовлетворяют дифферен-
циальным уравнениям (8). Таким образом, справедлива 

Теорема 1. Оснащение Бортолотти центрированного 
многообразия Грассмана индуцирует связность Нейфельда в 
ассоциированном расслоении L ( *V ). 

Подставляя в уравнения (3) базисных форм α
aω  формы 

связности (6), получим 

 b bc
a a a cb bD S        

     , 

где bc bc
a aS   
 
  . 
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Учитывая дифференциальные сравнения (7) компонент 
объекта связности Г, приходим к следующим сравнениям по 
модулю базисных форм: 

 0 (mod )bc
a aS  
  . 

Теорема 2. Объект кручения { }bc
aS S 
  связности Ней-

фельда   является тензором. 
Учитывая в уравнениях (7) уравнения (8), находим 

 αb γb αc αbcd γ μ
aβ cβ aγ aβγμ c dDΩ Ω Ω R ω ω      , 

где bcd b cd b c ed
a a aeR      
   
     . 

Продолжая уравнения (8), получим 

 αbcd αbd c αdc b αbc d αbc d
aβγμ aβγ μ aβγ μ aβμ γ aμγ βΔΓ Γ ω Γ ω Γ ω Γ ω      

 0α ηbc d d αbc e
μ aβγ η a eβγ μδ Γ ω δ Γ ω   , 

поэтому 0bcd
aR 
 . 

Теорема 3. Объект кривизны { }bcd
aR R 
  связности Ней-

фельда   является тензором. 
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Induced Neifeld connection on the centered Grassman manifold 
 

The centered Grassman manifold (the family of the planes passing 
through one point) is considered in the n-dimensional projective space. 
Principal fiber bundle of tangent linear frames is arised above it, typical 




