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В работе путем построения и изучения полей геометрических объектов, 

охваченных полями фундаментальных и оснащающих объектов, исследуются 

геометрии двух оснащений (в смысле А.П.Нордена [5] и Э.Картана [13]) m-

мерной регулярной гиперполосы Нm , погруженной в n-мерное проективное про-

странство Рn (m<n-1). 

Результаты получены с применением теории связностей в расслоенных про-

странствах в форме, данной Г.Ф.Лаптевым [2]  [4]. Исследования проведены в 

минимально специализированной системе отнесения. Индексы принимают сле-

дующие значения: 

I K L n, , , 0 ; i j k m, , , 0 ; i j k l s t m, , , , , ,1 ; u v w m n, , ,  1 1 . 

1. Рассмотрим n-мерное проективное пространство Рn , отнесенное к по-

движному точечному реперу R  {
K

}; деривационные формулы репера R 

имеют вид 

d
I I

K

K
  ,      (1) 

где формы Пфаффа 
I

K
 подчинены уравнениям структуры проективного про-

странства Рn [10]: 

D
I

K

I

L

L

K

L

L     , .0             (2) 

Известно [6], [7], что в репере 1-го порядка дифференциальные уравнения 

регулярной гиперполосы Hm  Рn (m < n - 1) [1] имеют вид 

        0 0 0 0 00n v

v

n

i

n

ij

n j

i

v

ij

v j

v

i

vj

i jN     , , , ,      (3) 

где 

  [ ] [ ] [ ]
, .ij

n

ij

v

s i

n

v j

sN  0 0      (4) 

Отметим, что совокупность функций { ij

n
} образует тензор первого порядка, а 

каждый из наборов функций { ij

v

ij

n, }, {N vj

i
}, { , } ijk

n

ij

n
 - геометрический объ-

ект [3] 2-го порядка: 

   ij

n

ij

n

ijk

n k

i jk

n   0

0

0 0, ,[ ]  

    ij

v

ij

v

ij

n

n

v

ijk

v k

i jk

v     0

0

0 0, ,[ ]  

    N N N Nvj

i

vj

i

j

i

v vjk

i k

v jk

i   0

0 0

0 0, ,[ ]              (5) 

    ijk

n

ijk

n

ij

n

k ij

n

k s

n

n

s

ijks

n s2 0

0 0

0       ( ) ( ) ,  

    ij ks

n

it

n

j k

v

v s

t

tj

n

i k

v

v s

tN N[ ] [ ] [ ]
.   

В силу регулярности гиперполосы тензор  ij

n
 является невырожденным: 

  
def

ij

n 0;  относительный инвариант   первого порядка удовлетворяет диф-

ференциальному уравнению 

d m n

n

k

k

k

k

k n

ji

ijk

nln ( ) , .           0

0

02          (6) 
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Компоненты обращенного тензора  n

ik
 определяются из соотношений 

 n
ik

kj

n

j

i              (7) 

и удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

   n

ij

n

ij

n

ik

n

sj

kst

n t    0

0

0 .      (8) 

Продолжая уравнение (6), находим 

     i i i ki

n

n

k

ik

km     0

0 0

02( )( ) ,   [ ] [ ]
.ik s i

v

v k

sN 2  (9) 

Показано [6], [7], что регулярная гиперполоса Нm  Рn в 3-й дифференциаль-

ной окрестности внутренним образом порождает поле инвариантных соприка-

сающихся гиперквадрик Qn-1, уравнения которых относительно репера первого 

порядка имеют вид 




ij

n i j i i n

uv

n u v

v

v n

n

n nx x
m

x x B x x b x x S x x x


   2
2

2 22 0( ) .        (10) 

Заметим, что в каждой точке А0  Нm касательная плоскость Тm(А0) к базисной 

поверхности Vm гиперполосы и характеристика Пn-m-1(А0) ее главной касательной 

гиперплоскости Пn-1(А0) полярно сопряжены относительно гиперквадрики (10). 

Доказано [7], что обращение в нуль симметричного тензора Дарбу второго 

порядка 

D mijk

n
def

ijk

n

ij

n

k  ( ) ( )2    ,   D D Dijk

n

ijk

n

ijks

n s2 0

0

0  ,  

D mijks

n

ijks

n

s ij

n

k ij

n

k s   ( ) ( ) ( )2              (11) 

есть условие касания 3-го порядка соприкасающихся гиперквадрик поля (10) с 

гиперполосой Нm  Рn . 

2. Известно [6], [7], что нормализация гиперполосы Нm  Рn в смысле Норде-

на-Чакмазяна [5], [11] равносильна заданию на Нm двух полей квазитензоров 

 n

i

i, :0
 

     n

i

n

i

nk

i k

0 ,  (а)      i i ik

k0 0 0

0 .  (б)           (12) 

При этом (12-а) есть условие инвариантности поля нормалей первого рода Nn-

m   [Пn-m-1,Nn], где 

 n = Аn + n
i

i n

v

va  ,  a
mn

v def

ij

v

n

ji
1
  .         (13) 

Заметим, что прямая h  [A0Nn] инвариантна относительно преобразований ста-

ционарной подгруппы элемента гиперполосы Hm . Аналогично, (12-б) есть усло-

вие инвариантности поля нормалей второго рода Nm-1  [Ni], где Ni= Ai +  i
0

0 .  

Условием взаимности [5] нормализации гиперполосы Нm  Рn относительно 

поля соприкасающихся гиперквадрик (10) является обращение в нуль тензора 

Tk
0 ( ):  

T
mk

def k

k ks

n

n

s0 0

2
( ) ;  


 


             (14) 
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в частности, нормализации Фубини ( , )F Fn

i

i

0
 и Вильчинского ( , ),W Wn

i

i

0
 опре-

деляемые в третьей дифференциальной окрестности, являются взаимными [6], 

[7]. 

В работах [6] , [7] в 3-й дифференциальной окрестности построено поле ка-

нонического пучка инвариантных нормалей первого рода  n
i
 с осью Пn-m-1(А0), 

определяемое полями квазитензоров Fn
i
 и ( )Wn

i
 3-го порядка: 

 n

i

n

i

n

i

n

iW W F   ( ),           (15) 

где  - инвариантный параметр. 

Отметим, что совокупность функций 

T W Fn

i def

n

i

n

i  , dT T T Tn

i

n

i

n

n

n

j

j

i

nj

i j    0     (16) 

есть тензор 3-го порядка. Обращение тензора Tn
i
 в нуль есть условие, при кото-

ром в каждой точке А0  Нm канонический пучок нормалей первого рода (15) 

вырождается в одну нормаль Nn-m(A0); такие гиперполосы Нm  Рn по аналогии с 

поверхностью V2  Р3 [14] назовем коинцидентными. 

Оснащение гиперполосы Нm  Pn в смысле Э.Картана [13] равносильно [9] 

заданию на Нm полей геометрических объектов { },{ , , },{ }   n

i

n n

i

n

v

va0 0
: 

     n

i

n

i

nk

i k

0 ,          (а) 

          n n

j

j n

v

v n nk

ka0 0 0 0 0

0 ,  (б)        (17) 

     v v vk

k0 0 0

0 .          (в) 

Геометрически это означает, что в каждой нормали первого рода Nn-m(А0), опре-

деляемой квазитензором  n
i
, задана оснащающая плоскость Nn-m-1(A0)  [Kn,Nv], 

где 

Kn = Nn+n
0
A0 = An+ n

i
Ai + a n

v
Av+n

0
A0, Nv =  v

0
А0 + Аv .  (18) 

(n-m-2)-мерная ось [Nv]  Nn-m-1  Пn-m-1 оснащающей плоскости определяет-

ся квазитензором  v
0
(см. (17-в)); в качестве  v

0
 можно взять квазитензор 2-го 

порядка ( ):av
0

 

a
m
Nv

def

vk

k0 1
 ,         (19) 

что и предполагается в дальнейшем. 

Задание поля нормалей первого рода определяет оснащение в смысле 

Э.Картана гиперполосы Нm, причем неоднозначно. Например, в качестве функ-

ции n
0

, удовлетворяющей уравнению (17-б), можно взять охваты: 

K v
m

a an

def

nj

j

ij

n

n

i

n

j

n

v

v

0 01
( ) ( ) ,              (20) 

Q v S B a a
m

b an

def

n ij

n

n

i

n

j

uv

n

n

u

n

v

i n

i

u n

u0 1

2

1

2
( ) ( ) .   
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3. Известно [9], что на оснащенной в смысле Э.Картана (см. п. 2) гиперполо-

се Нm  Pn система форм { }
i

j1
, где 

       0

1

0 0

0
1

0

0
1

i i

i

j

i

j

n

j

i

n   , , ,      i i n i n

v

v i

n

v i

va a a0
1

0 0 0 0 0    ,    (21) 

удовлетворяет структурным уравнениям Картана-Лаптева [3] 

D R
i

j

i

k

k

j

ist

j s t    
1 1 1 1

0 0

1

2
    ,      (22) 

а следовательно, определяет первое пространство проективной связности m m, .
1

 

В структурных уравнениях (22) компоненты тензора кривизны-кручения про-

странства m m,
1

 имеют следующие строения: 

R Rst

j

st0

1

0

0
1

0 0 , , R aist

j

i s

n

n t

j

i s

n

t

j

n i s

v

t

j

v

1
0 02     [ ] [ ] [ ]     

     i s

n

t

j

n

v

v l s

n

t i

n

n

j

n

l

i s

v

v t

ja a N[ ] [ ] [ ]
,  0
   (23) 

R a a aist i s

n

n t i s

v

v t i s

n

n t

v

v

0
1

0 0 02     [ ] [ ] [ ]
  

         i s

n

v t n

v

n l s

n

v l s

v

n

v

v l s

n

t i

n

n

la a a a a[ ] [ [ [ ]

0 0 0 0  . 

Согласно работе [4] , другое пространство проективной связности m m
p

,  

определяется системой форм { }
i

j
p

, получающихся преобразованием 

  
i

j
p

i

j

ik

j
p

k 
1

0 .     (24) 

Требование того, чтобы система из (m + 1)2 форм Пфаффа i
j

p

 удовлетворя-

ла структурным уравнениям Картана-Лаптева 

D R
i

j
p

i

k
p

k

j
p

ist

j
p

s t       
1

2
0 0 ,    (25) 

равносильно следующей системе дифференциальных уравнений 

    0 0 0
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0 0k
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        ik

p
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p

k

p

i ik

t
p

t iks

p
s0 0

0

0

0

0 0 0 0

0    .  

В силу соотношений (5), (8), (9), (11), (16), (17) уравнениям (26) удовлетво-

ряют следующие системы охватов: 

   0

1

0

0
1 1

0
1

0k

j

k ik

j

ik    ;  
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   0

2
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0
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2
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j
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m
D  


, ,         (27) 
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  .  

В силу (24) охваты (27) определяют первое пространство проективной связ-

ности m m, ,
1

 индуцируемое оснащением в смысле Э.Картана гиперполосы Нm  

Pn ; охваты (28)(31) определяют формы пространств проективной связности 

m m, ,
2 5

 имеющие следующие строения: 
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(33) 

(34) 
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В структурных уравнениях (25) компоненты тензоров кривизны-кручения 

пространств m m,
2 5

 имеют следующие строения (для пространства m m,
1

 см. (23)): 
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Теорема 1. Оснащение в смысле Э.Картана регулярной гиперполосы Нm  Pn 

индуцирует пять пространств проективной связности m m,
1 5

 с формами связности 

(21), (32)-(35), компоненты тензоров кривизны-кручения которых имеют, соот-

ветственно, строения (23),(36)-(39). 

Следствие. Пространства Ðm m

1

, , Ðm m m m

2

, ,,  P
5

- без кручения, причем круче-

ния этих пространств не зависят от оснащения гиперполосы; пространство 

 m m m m, ,( )
3 4

 имеет нулевое кручение тогда и только тогда, когда гиперполоса яв-

ляется коинцидентной. 

Замечание. В силу (21), (32)-(34) инвариантные аналитические условия по-

парного совпадения связностей 




1 4

 пространств m m,
1 4

имеют вид : 

       
1 2 3 4

0    Dijk
n ;            

1 3 2 4

0Tn
i ;  

        
1 4 2 3

0 0    { , };D Tijk

n

n

i
 

4. Определение. Будем говорить, что пространство аффинной связности 

m m,  является сужением данного пространства проективной связности m m,  , ес-

ли некоторая нормализация пространства Рm,m индуцирует Аm,m . 

Известно [5], [8], что пространство проективной связности Рm,m со структур-

ными формами { }
i

j
 называется нормализованным, если в нем задано поле 

ковектора c c
k

0

0

0 0,   (т.е. в каждом слое задана плоскость Nm-1, не проходящая 

через его центр). Считая c0

0 1  ,  имеем: 

dc c c ci i j i

j

i ij

j0 0

0

0 0 0 0

0       .       (40) 

Если в качестве Рm,m взять любое из пространств проективной связности 

m m

p

p, ( ,15 ), индуцируемых на оснащенной в смысле Э.Картана регулярной 

гиперполосе Нm  Pn , то уравнения (40) запишутся в виде 

d c c c c pi

p

i

p p

j

p

i

j
p

i

p

ij

p
j

p
0 0

0

0 0 0 0

0 1 5        , , .   (41) 

Уравнения (12-б), (41) с учетом соотношений (21), (32)-(35) показывают, что 

задание поля нормалей второго рода  i
0
 на регулярной гиперполосе Нm равно-

сильно нормализации любого из пространств m m
p

,  полем квазитензора 

c pi

p

i

0 0 15  ( , ): 

d i i

p

j i

j
p

i

p

ij

p
j

p

       0 0

0

0 0 0 0

0    .       (42) 

В уравнениях (42) функции ij
p

0
имеют вполне конкретные значения: 
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 ( ),       ij ij i j i jT T05 02 0 0 0 01

2
  









( ) ( ) .  

Будем говорить, что гиперполоса Нm  Pn оснащена, если она нормализована 

в смысле Нордена-Чакмазяна и оснащена в смысле Э.Картана одновременно; 

ниже предполагается такое ее «двойное» оснащение. 

Согласно работе [8], нормализация пространства проективной связности 

m m
p

,  полем квазитензора  i
0
 индуцирует пространство аффинной связности 

m m

p

, , определяемое системой форм { , } 0

i
p

i

j
p

, где 

 0 0

i
p
def i

p

 ,          i

j
p

def

i

j
p

i

j
p

i

j

k

k

i

j p    0

0 0

0

0

0 15, , .         (43) 

В силу соотношений (21), (32)-(35), (43) формы { , } 0

i
p

i

j
p

 имеют следующие стро-

ения: 

         0

1

0

1

0

0 0

0

0

0

i i

i

j

i

j

i

j

i

j

k

k
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     0
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1
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2 1
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sik
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      0
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3 1
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s km
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      0
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      0
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1 5 1
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  , ( ) ( ) .     (48) 

В структурных уравнениях Картана-Лаптева 

D rj
p

k
p

k

j
p

st

j
p

s t    0 0 0 0 0

1

2
    ,  D ri

j
p

i

k
p

k

j
p

ist

j
p

s t       
1

2
0 0  (49) 

компоненты тензоров кручения r st
jp

0 и кривизны rist
jp

 пространств m m

p

,  имеют 

следующие строения: 
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Теорема 2. На оснащенной регулярной гиперполосе Нm  Pn каждое из пяти 

индуцируемых пространств аффинной связности m m

p

p, ( ,15 ) является сужени-

ем соответствующего пространства проективной связности m m
p

, с формами 

связности (44)-(48), причем компоненты тензоров кривизны и кручения про-

странств m m

p

, имеют строения (50)-(54). 

Следствие. Соответствующие пространства  m m

p

m m

p

, ,,  имеют равные тен-

зоры кручения: R rst

j
p

st

j
p

0 0 ;  при любом фиксированном р пространства m m
p

, ,  ин-

дуцируемые при различном выборе поля оснащающих плоскостей n m v 1( ),  

имеют одно и то же сужение m m

p

, . 
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CONTRACTIONS OF THE PROJECTIVE CONNECTION SPACES 

INDUCED ON AN EQUIPPED HYPERSTRIP 

 

Geometries of two equipments (in A.P.Nordens and E.Cartans sense) of m-

dimensional reqular hiperstrip, immersed in the n-dimensional projective space 

(m<n<1) are investigated by construstion of fields of geometric enveloped by funda-

mental and equipping objects. The results are obtained with application of the theory 

of connections in fiber spaces in Laptevs form. 
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В аффинном пространстве способом Лаптева исследуется групповая связ-

ность в расслоении, ассоциированном с поверхностью как многообразием каса-

тельных плоскостей. Кривизна связности является тензором, содержащим два 

подтензора касательной и нормальной линейных связностей. Произведено 


