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О дифференциальных уравнениях тензоров кривизны  
фундаментально-групповой и аффинной связностей  

 
Рассмотрена фундаментально-групповая и аффин-

ная связность. Для каждой связности показан подход, 
который позволяет найти дифференциальные уравне-
ния на компоненты объекта кривизны соответствующей 
связности более быстрым путем, чем дифференцирова-
ние выражений этих объектов через объекты связности 
и их пфаффовы производные. 

 
Ключевые слова: структурные уравнения Лаптева, фундамен-

тально-групповая связность, аффинная связность, объект связности, 
тензор кривизны.  

 
1. Фундаментально-групповая связность 

 

Рассмотрим главное расслоение )( nr MG , базой которого 

служит n -мерное гладкое многообразие nM , а типовым слоем 

является r -членная группа Ли rG . Его структурные уравне-
ния Лаптева имеют вид [1] 

),1,...,,( nkjiD i
j

ji   ,                     (1) 

),1,...,,( rnnСD i
i   


 .      (2) 
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Здесь D  — символ внешнего дифференциала;   — знак 

внешнего умножения; i  — базисные линейные дифференци-

альные формы;   — слоевые дифференциальные формы; 
j

i  — продолженные базисные формы; i  — продолженные 

слоевые формы; 
С  — структурные константы группы Ли 

rG , удовлетворяющие условиям антисимметрии по нижним 

индексам 0)( 
С , а также тождествам Якоби 0}{ 



 СС , 

где круглые скобки обозначают симметрирование, а фигурные — 
циклирование.  

Для задания связности по Лаптеву (см., напр., [2]) в глав-
ном расслоении )( nr MG  введем формы связности  

i
iГ    .                                (3) 

Дифференцируя формы (3) внешним образом с учетом (1, 
2), получим: 

.2,

)(





















CГГС

ГГdГСD
ji

ji

ij
j

iji
i




 (4) 

Компоненты объекта фундаментально-групповой связно-

сти 
iГ  удовлетворяют дифференциальным уравнениям (см., 

напр., [3]): 
j

ijii ГГ    ,                                 (5) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует сле-
дующим образом: 




  i
j

ijii ГГdГГ  . 

Тогда уравнения (4) примут вид 

,, ][






  jiijij

ji
ij ГГСГRRСD     (6) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование.  
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Утверждение 1. Структурные уравнения для форм фун-
даментально-групповой связности   имеют вид (61). Они 

содержат компоненты объекта кривизны 
ijR , выражающие-

ся по формуле (62). 
Продолжим уравнения (1, 2), то есть, дифференцируя внеш-

ним образом и применяя обобщенную лемму Картана, получим: 

,0,
2

1
,

;0,

][

][














 



ijij
j

ij
j

ii

i
jk

i
jk

ki
k

k
j

i
j

D

D
 (7) 

где символ   означает сравнение по модулю базисных форм i . 

Рассмотрим объект кривизны }{ 
ijR  с внешней точки зре-

ния. Продифференцируем внешним образом уравнения (61) с 
учетом их самих, а также уравнений (1). Получим: 

.0)2(

2




ji

ij
k
jik

k
ikjij RCRRdR

СС















 

С учетом тождеств Якоби первое слагаемое обращается в 
нуль, второе слагаемое после подстановки форм связности 

  (3) примет вид 

0)2(  jik
kijij RCR  


 . 

Запишем последние уравнения в виде, удобном для разре-
шения их по лемме Лаптева [1]: 

 ( 2 ) 0.k j i
ij ij kR C R  

          

Используя эту лемму, получим: 

.0~,~)2( ][  


  ijij
jjk

kijij RCR        (8) 

Перенесем правую часть влево и вынесем общие базисные 
формы за скобку: 

.0)~2(  j
ij

k
kijij RCR  


  
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Полученные уравнения разрешим по лемме Картана (см., 
напр., [4]): 

k
ijkij

k
kijij RRCR 




  ~2 . 

Альтернируя по индексам i  и j  с учетом антисимметрии 

объекта кривизны 
ijR , получим:  

k
kijkijijij RCRR  


 





  2~

][][ . 

Учитывая сравнения (82) по модулю базисных форм i , 
получаем:  

k
ijkij RR    .                                     (9) 

Утверждение 2. Дифференциальные уравнения для компо-
нент объекта кривизны фундаментально-групповой связно-
сти первого порядка имеют вид (9). 

 
2. Аффинная связность 

 

Аффинная связность для n -мерного многообразия nM  
определяется в расслоенном пространстве линейных корепе-

ров )(2 nn
ML  путем задания объекта связности i

jkГ . Формы 

связности имеют вид [1] 

ki
jk

i
j

i
j Г   .                                  (10) 

Дифференцируя их внешним образом с учетом (1, 71), по-
лучим  

.)( tki
lt

l
jk

i
jk

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

ki
k

k
j

i
j

ГГГГГdГ

D








 (11) 
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Компоненты объекта аффинной связности i
jkГ  удовлетво-

ряют дифференциальным уравнениям 

li
jkl

i
jk

i
jk ГГ   ,                              (12) 

где тензорный дифференциальный оператор   действует сле-
дующим образом: 

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk ГГГdГГ   . 

Тогда уравнения (11) можно переписать в виде 

lki
tl

t
jk

i
jkl

i
k

k
j

i
j ГГГD   )( . 

Альтернируя коэффициенты в последнем слагаемом по 
индексам k и l , введем обозначение  

i
tl

t
kj

i
klj

i
jkl

lki
jkl

i
k

k
j

i
j ГГГRRD ][][,   ,    (13) 

где альтернирование выполняется по крайним индексам в 
квадратных скобках.  

Утверждение 3. Структурные уравнения для форм аф-

финной связности i
j  имеют вид (131). Они содержат ком-

поненты объекта кривизны i
jklR , выражающиеся по формуле 

(132). 

Рассмотрим объект кривизны }{ i
jklR  с внешней точки зре-

ния. Продифференцируем внешним образом уравнения (131) с 
учетом их самих, а также уравнений (1). Получим: 

.0





l
m

mki
jkl

lk
m

mi
jkl

lki
jkl

k
j

mli
klm

i
l

l
k

k
j

i
k

mlk
jlm

i
k

k
l

l
j

R

RdRR

R







 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

138 

С учетом свойств внешнего умножения первое и третье 
слагаемые уничтожаются взаимно. Из оставшихся слагаемых 

вынесем общее внешнее произведение форм lk    за скобку: 

.0)(  lkm
l

i
jkm

m
k

i
jml

m
j

i
mkl

i
m

m
jkl

i
jkl RRRRdR   

Запишем последние уравнения в виде, удобном для разре-
шения их по лемме Лаптева: 

 ( ) 0.i m i i m i m i m l k
m jjkl jkl mkl jml k jkm ldR R R R R             

Используя эту лемму, получим:  

 
.0~,~

][ 


i

klj
i
jkl

l

lm
l

i
jkm

m
k

i
jml

m
j

i
mkl

i
m

m
jkl

i
jkl RRRRdR




  (14) 

Перенесем правую часть влево и вынесем общие базисные 
формы за скобку: 

  .0~  li
jkl

m
l

i
jkm

m
k

i
jml

m
j

i
mkl

i
m

m
jkl

i
jkl RRRRdR   

Полученные уравнения разрешим по лемме Картана: 

.0

,~

][ 


i

lmjk

mi
jklm

i
jkl

m
l

i
jkm

m
k

i
jml

m
j

i
mkl

i
m

m
jkl

i
jkl

R

RRRRRdR 
 

Подставляя выражения форм связности i
j  (10), получим: 

.~ mi
jklm

i
jkl

m
l

i
jkm

m
k

i
jml

tm
jt

i
mkl

m
j

i
mkl

ti
mt

m
jkl

i
m

m
jkl

i
jkl

RRR

RRRRdR








 

Перенесем третье и пятое слагаемое вправо, соберем ос-

тавшиеся слагаемые под дифференциальный оператор i
jklR  и 

проальтернируем по индексам k  и l :  

mt
jm

i
tkl

i
tm

t
jkl

i
jklm

i
klj

i
jkl RRRR  





  ][

~ . 
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Учитывая сравнения (142) по модулю базисных форм i , 
получаем:  

.mi
jklm

i
jkl RR                                    (15) 

Утверждение 4. Дифференциальные уравнения для компо-
нент объекта кривизны аффинной связности имеют вид (15). 

Вывод. Получили новый подход к нахождению уравнений 
на компоненты объектов кривизны фундаментально-группо-
вой и аффинной связностей. Этот способ оказывается короче 
по сравнению со способом (см., напр., [3]) непосредственного 
дифференцирования выражений (62) и (132).  
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About differential equations of the curvature tensors  
of a fundamental group and affine connections 

 

Submitted on January 28, 2019 
 

The principal bundle is considered, the base of which is an n-dimen-
sional smooth manifold, and the typical fiber is an r-fold Lie group. Struc-
ture equations for the forms of the fundamental group and affine connec-
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tions are given, each of which contains the corresponding components of 
the curvature tensor. For each connection, an approach is shown that al-
lows to find the differential equations for the components of the curvature 
tensor of the corresponding connection in a faster way than by differentia-
ting the expressions of these objects in terms of the connection objects 
and their Pfaffian derivatives. The method consists in successively solv-
ing cubic equations, first by Laptev’s lemma, then by Cartan’s lemma. 
Taking into account the comparisons modulo basic forms, we obtain al-
ready known results (see [3]). Thus, differential equations are derived for 
the components of the curvature tensor of the first-order fundamental-
group connection, as well as for the components of the curvature tensor of 
the affine connection. 

 
Keywords: structure equations of Laptev, fundamental-group connec-

tion, affine connection, connection object, curvature tensor. 
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