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ГАРМОНИЧЕСКИ ПЛОСКИЕ 

РИМАНОВЫ МНОГООБРАЗИЯ 
 

Риманово многообразие, допускающее гармониче-
ский диффеоморфизм на евклидово пространство, на-
зовем гармонически плоским. В статье [1] нами была про-
ведена классификация гармонических диффеоморфизмов 
римановых многообразий, в соответствии с которой мож-
но выделить семь классов гармонически плоских римано-
вых многообразий. В настоящей статье будут рассмотре-
ны три класса таких многообразий. Результаты первого 
параграфа были анонсированы нами в докладе [2]. 

 
§ 1. Гармонические диффеоморфизмы 

 
1.1. Рассмотрим гладкое отображение ( ) ( )gMgMf ,,: →  

римановых многообразий. Обозначим через k
ijГ  и α

βγГ  для 
=,...,, kji 1, 2, …, m и n,...,2,1,...,, =γβα  символы Кристоф-

феля связностей Леви-Чивита ∇  и ∇  римановых многообразий 
( )gM ,  и ( )gM ,  соответственно в локальных координатах 

{ }mxx ,...,1  в окрестности U  точки Mx∈  и { }nxx ,...,1  в ок-
рестности ( )UfU ⊃  точки ( ) Mxfx ∈= . Отображение f  яв-
ляется гармоническим [3] тогда и только тогда, когда оно удов-
летворяет уравнению Эйлера — Лагранжа 

 ( )=∂∂+∂−∂∂ γβα
γβ

αα ffГfГfg jik
k
ijji

ij 0. 
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Здесь ( )nxxfx ...,,1αα = , ijg  — контравариантные компонен-
ты метрического тензора g  и ixi ∂

∂=∂ . 

Рассмотрим в качестве ( )gM ,  евклидово пространство nR  

с декартовой системой координат { }nxx ,...,1  и метрикой g , 
порождаемой каноническим скалярным произведением ⋅⋅ , , 

тогда 0=Γα
βγ . Для отображения ( ) ( ),,,: ngMf R→  уравне-

ния Эйлера — Лагранжа принимают вид 0=∆ αf , где ∆  — 
оператор Лапласа — Бельтрами многообразия ( )gM , . Это оз-

начает, что αf  — гармонические функции. Поскольку извест-
но [4, с. 308], что компактное риманово многообразие не имеет 
гармонических функций, кроме констант, то не существует и 
гармонических отображений компактного риманова многообра-
зия на евклидово пространство. В частности, для гармонически 
плоских римановых многообразий будет справедливой 

Лемма. Не существует гармонически плоских компакт-
ных римановых многообразий. 

1.2. Пусть mMM == dimdim  и ( ) ( )gMgMf ,,: →  — 
диффеоморфизм, тогда [5, с. 67] локально отображение f  бу-
дет осуществляться по принципу равенства координат 

mm xxxx == ,...,11  соответствующих точек ( )xfx = . В сис-
теме локальных координат { }mxx ,...,1 , которую принято на-
зывать [6, с. 47] общей по отношению к данному отображе-
нию, уравнения Эйлера — Лагранжа перепишутся так: 

( ) 0=Γ−Γ k
ij

k
ij

ijg . Последние равенства, как это доказано в [1], 

равносильны уравнениям ( ) 02 =∇−∇ kljljk
kl ggg . Если вос-

пользоваться формулами ( )klj
kl

j ggg ∂=∂ −12detln  матрич-
ного исчисления [7, с. 213], то последним уравнениям, выра-
жающим условие гармоничности диффеоморфизма 
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( ) ( )gMgMf ,,: → , можно придать следующий вид: 

( ) 0det =∇ kj
k gg . В итоге будет справедливой 

Теорема 1. Для того чтобы диффеоморфизм 
( ) ( )gMgMf ,,: →  риманова многообразия ( )gM ,  со связно-

стью Леви-Чивита ∇  на риманово многообразие ( )gM ,  со 
связностью Леви-Чивита ∇  был гармоническим, необходимо 
и достаточно, чтобы в общей по отображению f  локальной 
системе координат { }mxx ,...,1  выполнялись дифференциаль-

ные уравнения ( ) 0det =∇ kj
k gg . 

Пусть теперь ( )gM ,  — евклидово пространство nR  с декар-
товой системой координат и метрикой g , порождаемой канони-
ческим скалярным произведением ⋅⋅ , , тогда уравнения Эйлера 

— Лагранжа примут вид: 0=Γk
ij

ijg . Известно [8, с. 179], что для 

каждой локальной координаты kx , рассматриваемой как функция 
на М, выполняются равенства k

ij
ijk gx Γ=∆ . В итоге общая по от-

ношению к гармоническому отображению ( ) ( ),,,: mgMf R→  
система локальных координат { }mxx ,...,1  будет гармонической 
(см. там же). С учетом теоремы 1 сформулируем 

Следствие. Для гармонически плоского риманова многооб-
разия ( )gM ,  общая по отношению к отображению 

( ) ( ),,,: mgMf R→  система локальных координат { }mxx ,...,1  
является гармонической, что равносильно условию 

( ) 0det =∂ kj
k gg . 

 
§ 2. Три класса гармонически плоских многообразий 
 
2.1. Для того чтобы риманово многообразие ( )gM ,  допус-

кало гармонический диффеоморфизм ( ) ( )gMgMf ,,: →  
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класса 31 ℑ⊕ℑ  на риманово многообразие ( )gM ,  постоян-

ной кривизны ,K  необходимо (см. [1]), чтобы тензор g  имел 

вид ( )[ ]gFKFHesseg m += −
θ

1
1

 для constg
g
+=

det
detlnθ  и 

гладкой функции →MF : R. Поскольку в качестве ( )gM ,  

выбирается евклидово пространство nR , то справедлива 
Теорема 2. Если ( )gM ,  является гармонически плоским 

римановым многообразием класса 31 ℑ⊕ℑ , то 

FHesseg m
θ

1
1
−=  для некоторой строго выпуклой функции 

→MF : R и constg +−= detlnθ .  
2.2. Согласно [1], если диффеоморфизм f  риманова мно-

гообразия ( )gM ,  на евклидовое пространство nR  является 
гармоническим класса 32 ℑ⊕ℑ , то в общей по отображению 
f  локальной системе координат { }mxx ,...,1  метрика 

( )ij
k

ijk
lk

ijklij CxBxxAeg m ++= +
θ

2
1

 для constg
g
+=

det
detlnθ  и 

симметричных по первым двум индексам постоянных ijklA , 

ijkB , ijC  таких, что ijklA + jkilA + kijlA = 0  и ijkB + jkiB + kijB = 0 . 
Переформулируем этот результат. 

Теорема 3. Если ( )gM ,  является гармонически плос-

ким римановым многообразием класса 32 ℑ⊕ℑ , то 

( )ij
k

ijk
lk

ijklij CxBxxAeg m ++= +
θ

2
1

 для constg +−= detlnθ  и 

симметричных по первым двум индексам постоянных ijklA , 

ijkB , ijC  таких, что ijklA + jkilA + kijlA = 0  и 

ijkB + jkiB + kijB = 0  
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В довершение заметим, что выбор постоянных ijklA , ijkB  и 

ijC  здесь ограничен условием положительной определенности 
тензора g . 

2.3. Третий рассматриваемый здесь класс 3ℑ  состоит из гар-
монических отображений ( ) ( )gMgMf ,,: → , каждое из ко-
торых представимо в виде композиции проективного и кон-
формного отображений (см. [1]). Известно, что проективно пло-
ские римановы многообразия являются многообразиями посто-
янной кривизны [5, с. 82], а любое риманово многообразие по-
стоянной кривизны, в свою очередь, является конформно пло-
ским [5, с. 69]. Тогда, что очевидно, риманово многообразие, 
которое поточечно конформно многообразию постоянной кри-
визны, будет конформно плоским. В итоге будет справедливой 

Теорема 4. Гармонически плоское риманово многообразие 
( )gM ,  класса 3ℑ  является конформно плоским. 
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S. Stepanov, I. Shandra 
 

HARMONIOUSLY FLAT RIEMANNIAN MANIFOLDS 
 
A harmoniously flat manifold is a Riemannian manifold admit-

ting a harmonic diffeomorphism onto Euclidian space. Using the 
representations theory of groups, we have defined in an intrinsic 
way seven classes of harmonic diffeomorphisms (see Mathemati-
cal notes, Vol. 74, No. 5, 2003, pp. 708—716). In this paper, we 
define seven classes of harmoniously flat Riemannian manifolds on 
the basis of this classification. We also partly describe the geome-
try of three classes of these manifolds. The paper is based on the 
talk given at an International conference on differential equations 
and dynamical systems (Suzdal, 10—15 July 2006 y.). 
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ОБОБЩЕННО СОПРЯЖЕННЫЕ АФФИННЫЕ 
СВЯЗНОСТИ, ИНДУЦИРУЕМЫЕ НЕВЫРОЖДЕННОЙ 

НОРМАЛИЗАЦИЕЙ КОНФОРМНОГО ПРОСТРАНСТВА 
 

Показано, что: 1) невырожденная нормализация 
10 +→ nXA  конформного пространства Сn индуцирует 

две аффинные связности 
1
∇  и 

2
∇  без кручения, обоб-

щенно сопряженные относительно поля ее основного 

тензора; 2) связность 
2
∇  совпадает с аффинной связно-

стью ∇
~

 без кручения, индуцируемой нормализацией 

01 AX n →+  пространства Сn. 




