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Комплексы эллиптических цилиндров  
с характеристическим многообразием  

образующего элемента в виде координатных прямых 
 

Исследуется в трехмерном аффинном пространстве 
комплекс (трехпараметрическое семейство) эллиптиче-
ских цилиндров, у которого характеристическое много-
образие образующего элемента состоит из трех коорди-
натных осей. Геометрически охарактеризовано фокаль-
ное многообразие образующего элемента рассматрива-
емого многообразия. Получены геометрические свой-
ства исследуемого комплекса. 
 

Ключевые слова: комплекс, репер, цилиндр, аффинное простран-
ство, характеристическое многообразие, фокальное многообразие, 
индикатриса вектора, конгруэнция. 

 
В трехмерном аффинном пространстве продолжается ис-

следование комплексов (трехпараметрических семейств) эл-
липтических цилиндров, изучение которых было начато ранее 

[1; 2], в репере { , } ir A e , ,i ,j 3,1k , построенном в указан-

ных работах. 

Будем рассматривать комплексы 


1Z  и 


2Z , исследованные 

в работе [2]. 
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Согласно статье [2], уравнение цилиндра q и системы 

дифференциальных уравнений комплексов 


1Z  и 


2Z  соответ-
ственно имеют вид 
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1   ,  13

1   ,  11   ,        (3) 

032
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1
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2   , 

где 1
3

1   , 2
3

2   , 2
1

3   . 
Характеристическое многообразие [3] цилиндра q задается 

системой уравнений 

01 F ,  02 F ,  03 F ,                            (4) 

где kF  удовлетворяют уравнению  k
kFdF 

2

1
. 

Для комплексов 


1Z  система уравнений (4) имеет вид 

022
1

31  xAxx ,  032 xx ,  021 xx ,                (5) 

а для комплексов 


2Z  эта система выглядит следующим обра-
зом: 

0)( 22
1

31121  xAxxxx  ,  0)( 32 xx ,  021 xx .  (6) 

Из уравнений (5) и (6) следует, что только один подкласс 

из многообразий фигур 


1Z  и 


2Z  обладает характеристическим 
многообразием образующего элемента, состоящим из трех ко-

ординатных осей (A, 1e ), (A, 2e ) и (A, 3e ) при 02
1 A . Обозна-

чим этот подкласс символом *Z . Система дифференциальных 
уравнений этого подкласса будет иметь вид 
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03
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1
2
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1

1
1

321   .         (7) 

Анализируя систему дифференциальных уравнений (7) в 
соответствии с методикой, содержащейся в работе [4], убеж-

даемся в том, что комплексы *Z  существуют и определяются 
вполне интегрируемой системой уравнений, что позволяет по-
строить геометрическую модель исследуемого многообразия 
по аналогии с работой [5]. 

Фокальное многообразие [3] цилиндра, описывающего 

комплекс *Z , задается следующей системой уравнений:  

031 xx ,  032 xx ,  021 xx ,  01)()( 2221  xx .      (8) 

Из последней системы уравнений следует 
Теорема 1. Фокальное многообразие [3] цилиндра, описы-

вающего комплекс *Z , состоит из четырех точек, являющих-

ся концами векторов 1e , 1e , 2e  и 2e . 

Обозначая через iA  концы векторов ie , iM  — текущие 

точки координатных осей (A, ie ), iM 3  — текущие точки ко-

ординатных плоскостей (A, 1e , 2e ), (A, 1e , 3e ) и (A, 2e , 3e ) со-

ответственно, для исследуемого многообразия получаем: 
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Назовем координатную плоскость (A, 1e , 2e ) первой коор-
динатной плоскостью. 

Анализируя и дифференцируя формулы (9) согласно мето-
дике исследования, изложенной в книге [6], получаем теорему. 

Теорема 2. Комплексы *Z  обладают следующими гео-
метрическими свойствами: 

1)  центр луча прямолинейной конгруэнции осей цилиндра, 
индикатриса вектора 2e , координатная прямая (A, 2e ) и пер-
вая координатная плоскость неподвижны; 

2)  индикатриса вектора 1e  описывает однопараметриче-
ское семейство линий с касательными, параллельными векто-
ру 2e ; 

3)  конец вектора 1e  описывает однопараметрическое се-

мейство линий с касательными, параллельными вектору 3e ; 

4)  индикатриса вектора 3e  и конец этого вектора опи-

сывают конгруэнции плоскостей, параллельных первой коор-
динатной плоскости; 

5)  точки координатной прямой (A, 1e ) и первой коорди-
натной плоскости описывают однопараметрические семей-
ства плоскостей, параллельных указанной выше координат-
ной плоскости. 
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Complexes of elliptic cylinders with a characteristic manifold  

of the generator element in the form of coordinate straight lines 
 
Submitted on November 19, 2018 
 

The complex (three-parameter family) of elliptic cylinders is investi-
gated in the three-dimensional affine space, in which the characteristic 
multiplicity of the forming element consists of three coordinate axes. The 
focal variety of the forming element of the considered variety is geomet-
rically characterized. Geometric properties of the complex under study 
were obtained. 

It is shown that the studied manifold exists and is determined by a 
completely integrable system of differential equations. It is proved that 
the focal variety of the forming element of the complex consists of four 
geometrically characterized points. The center of the ray of the straight-line 
congruence of the axes of the cylinder, the indicatrix of the second coordi-
nate vector, the second coordinate line and one of the coordinate planes are 
fixed. The indicatrix of the first coordinate vector describes a one-parameter 
family of lines with tangents parallel to the second coordinate vector. The 
end of the first coordinate vector describes a one-parameter family of lines 
with tangents parallel to the third coordinate vector. The indicatrix of the 
third coordinate vector and its end describe congruences of planes parallel 
to the first coordinate plane. The points of the first coordinate line and the 
first coordinate plane describe one-parameter families of planes parallel to 
the coordinate plane indicated above. 

 

Keywords: complex, frame, cylinder, affine space, characteristic ma-
nifold, focal manifold, indicatrix of a vector, congruence. 
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