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О связности, кручение и кривизна которой 
не являются тензорами 

 
Изучается многообразие, структурные уравнения и 

деривационные формулы которого построены с помо-
щью деформаций внешнего и обычного дифференциа-
лов. Рассмотрены расслоения несимметричных корепе-
ров и реперов 2-го порядка на этом многообразии и за-
дана аффинная связность. Доказано, что кривизна и 
кручение этой связности не являются тензорами. По-
строена каноническая связность и показано, что она яв-
ляется плоской и несимметричной. 

 
Ключевые слова: возмущение дифференциала, касательное про-

странство 2-го порядка, несимметричные реперы и кореперы 2-го по-
рядка, объекты кручения и кривизны, плоская и несимметричная 
связность  

 
Введение 

 
Введением деформации внешнего и обычного дифферен-

циалов D и d на гладком многообразии ܺ௠ в [4] был построен 
аппарат, позволяющий построить многообразие ෰ܺ௠ с несим-
метричными формами дифференциальных групп 2-го и более 
высоких порядков, а также несимметричными векторами каса-
тельного пространства 2-го и более высоких порядков. Рас-
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сматриваемое многообразие ෰ܺ௠ представляет собой деформа-
цию обычного гладкого многообразия ܺ௠ и называется дефор-
мирующимся [2; 10]. 

В данной работе мы приводим структурные формы и дери-
вационные уравнения полученного многообразия ෰ܺ௠. Задаем 
аффинную связность на этом многообразии, а также объекты 
ее кривизны и кручения. Рассматриваем каноническую аф-
финную связность, объекты ее кривизны и кручения. Получен-
ные результаты в значительной степени согласуются с резуль-
татами работ по неголономным реперам [7] и неголономным 
многообразиям [8]. 

Деформации дифференциалов D и d в кокасательном ܶ∗ܺ௠ и 
касательном ܶܺ௠ пространствах многообразия ܺ௠ были опреде-
лены в [4] с помощью введения внешнего поля ݂ ൌ ݂ሺݔ௜,  కሻ дляݔ
возмущения внешнего дифференциала D и внутреннего поля 
݂క ൌ ݂క൫ݔ௜൯ для возмущения дифференциала d; ݅, ݆, ݇	 ൌ	
ൌ 	1, … ,݉. В настоящей работе продолжаем изучать случай, когда 
значения индекса  нумеруют элементы матрицы ሺݔ௝

௜ሻ, то есть 

ሺݔకሻ ൌ ሺݔ௝
௜ሻ и ݂క ൌ ݂|௫഍ୀଵ,остальныеୀ଴; ߦ ൌ 	݉ ൅ 1,… ,݉ ൅݉ଶ.  

Замечание 1. В работе [11] рассматривается глобальная 
геометрия некоммутативных теорий поля с точки зрения де-
формации, где изучаемые пространства-время — это дефор-
мации классических пространственно-временных многообра-
зий. Показано, как можно получить деформацию ассоцииро-
ванных векторных расслоений.  

Замечание 2. Следует отметить, что касательные (а также 
кокасательные) пространства многообразий ܺ௠ и ෰ܺ௠ не раз-
личаются, различие проявляется для 2-го и более высоких по-
рядков. 

В [4] внешняя деформация внешнего дифференциала ܦ (то 
есть отображение ܦෙ) и внешняя деформация дифференциала 
касательных векторов (то есть отображение ሙ݀) определены по 
законам 



К. В. Полякова 

31 

ෙ߱ܦ ൌ ߱ܦ ൅ ሺ݂݀ ∧ ߱ሻ|∧మ்∗, 

ሙ݀ݒ ൌ ݒ݀ ൅ ݀ሺݒሺ݂కሻሻ߲కห்∗, 

где  

݂ ൌ ݂ሺݔ௜, కሻ, ݂కݔ ൌ ݂కሺݔ௜ሻ, ݒ ൌ ሺ݂కሻ൯ݒ௜߲௜, ݀൫ݒ ൌ  .௜݀ሺ߲௜݂కሻݒ

Причем вдоль линии ߩ на многообразии ෘܺ௠ выполняются 
традиционные равенства 

ෙଶหܦ
ఘ
ൌ ෙሺܦ  ,0 ሙ݀ݒሻห

ఘ
ൌ 0. 

Замечание 3. Для дифференциала ܦෙ справедливо	ܦෙ݃ ൌ ݀݃, 
ෙሺ݂݀ሻܦ ൌ క൯ݔෙ൫݀ܦ ,0 ൌ క൯ݔෙଶ൫ܽక݀ܦ ,0 ൌ 0 (см.: [4]). 

Замечание 4. При ограничении на подпространство де-
формации внешнего дифференциала, рассматриваемые в рабо-
тах [2; 9; 10; 12; 13], являются дифференциалами. 

В частности, для элементов ݀ݔ௜ и ߲௜ ൌ
డ

డ௫೔
 операторы ܦෙ и ሙ݀ 

дают 

௜ሻݔෙሺ݀ܦ ൌ ഥܰ
௝௞
௜ ௝ݔ݀ ∧  ,௞ݔ݀

ሙ݀ሺ߲௜ሻ ൌ ቀ߲௜௝ ൅ ഥܰ
௜௝
క߲కቁ⨂݀ݔ௝, 

где  

ഥܰ
௝௞
௜ ൌ ሾ௞ߜ

௜
௝߲ሿ݂,   ഥܰ௜௝

క ߲క ൌ ߲௜௝݂క 

— кососимметрический и симметрический объекты, задающие 
возмущения дифференциалов ܦෙ и ሙ݀ на элементах ݀ݔ௜ и ߲௜. 

 
1. Структурные уравнения и деривационные формулы  

деформирующегося многообразия 
 
Рассмотрим над m-мерным деформирующимся многообра-

зием ෘܺ௠ главное расслоение реперов 2-го порядка ܦ௠ଶ ሺ ෘܺ௠ሻ со 
структурными уравнениями [4; 5; 7; 8] 
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ෙ߱௜ܦ ൌ ߱௝ ∧ ෕߱௝
௜,                                    (1) 

ෙܦ ෕߱௝
௜ ൌ ෕߱௝

௞ ∧ ෕߱௞
௜ ൅ ߱௞ ∧ ෕߱௝௞

௜ ,                        (2) 

ෙܦ ෕߱௝௞
௜ ൌ ෕߱௝௞

௟ ∧ ෕߱௟
௜ െ ෕߱௟௞

௜ ∧ ෕߱௝
௟ െ ෕߱௝௟

௜ ∧ ෕߱௞
௟ ൅ ߱௟ ∧ ෕߱௝௞௟

௜ . 

При фиксации точки многообразия структурные формы 
෕߱௝
௜, ෕߱௝௞

௜  превращаются в формы, являющиеся инвариантными 
формами (обобщенной) дифференциальной группы 2-го по-
рядка ܦ௠ଶ  [7]. Уравнения (1), (2) задают главное расслоение 
касательных реперов ܦ௠ଵ ሺ ෘܺ௠ሻ. Его типовым слоем является 
линейная группа ܦ௠ଵ ൌܮܩሺ݉ሻ, действующая в касательном 
пространстве ܶ ෘܺ௠ в точке А, фиксируемой вполне интегриру-
емой системой уравнений ߱௜ ൌ 0. 

Замечание 5. Будем сохранять галочку над несимметрич-
ными формами (в том числе двухиндексными формами ෕߱௝

௜) и 
несимметричными векторами, полученными в результате при-
менения операторов ܦෙ и ሙ݀, чтобы подчеркнуть их связь с ܦෙ и ሙ݀, 
а также отметить их отличие от классических форм и векторов.  

Формы ߱௜, ෕߱௝
௜, ෕߱௝௞

௜  относительно натурального корепера 

ሼ݀ݔ௜, ௝ݔ݀
௜, ௝௞ݔු݀

௜ ሽ выражаются по формулам [3—5] 

߱௜ ൌ ௝ݔ
௜݀ݔ௝, 

෕߱௝
௜ ൌ െݔ

∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ െ ௝௞ݔු
௜ ߱௞,                              (3) 

෕߱௝௞
௜ ൌ Δෙුݔ௝௞

௜ ൅ ሺුݔ௝ሾ௞
௦ ௦௟ሿݔු

௜ െ ௝௞௟ݔු
௜ ሻ߱௟, 

෕߱௝௞௟
௜ ൌ Δෙුݔ௝௞௟

௜ െ ௦௞ݔු
௜ ෭߱௝௟

௦ െ ௝௦ݔු
௜ ෭߱௞௟

௦ ൅ ௝௞ݔු
௦ ෭߱௦௟

௜ ൅ ሺ… ሻ௝௞௟௦
௜ ߱௦, 

где ݔ௝  локальные координаты точки на многообразии. Тен-
зорный дифференциальный оператор Δෙ действует по закону 

ሙ߂ ௝ܵ௞
௜ ൌ ݀ ௝ܵ௞

௜ ൅ ௝ܵ௞
௟ ෕߱௟

௜ െ ௟ܵ௞
௜ ෕߱௝

௟ െ ௝ܵ௟
௜ ෕߱௞

௟ . 
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Слоевые координаты 1-го порядка ݔ௝
௜ образуют невырож-

денную матрицу, для которой ሺݔ
∗
௝
௜ሻ — обратная матрица, то 

есть ݔ
∗
௝
௜ݔ௞

௝ ൌ ௞ߜ
௜ .  

Слоевые координаты 2-го порядка ුݔ௝௞
௜  несимметричны по 

нижним индексам, причем 

ሾ௝௞ሿݔු
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , 

где 

௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂. 

Компоненты ௝ܰ௞
௜  можно выразить с помощью ранее вве-

денных ഥܰ௝௞
௜  по формуле ௝ܰ௞

௜ ൌ ௟ݔ
௜ ഥܰ௣௤௟ ሶ௝ݔ

௣ݔሶ௞
௤. 

Координаты ුݔ௝௞
௜  симметричны по нижним индексам, если 

௝ܰ௞
௜ ൌ 0. Значит, ഥܰ௣௤௟ ൌ ሾ௤ߜ

௟ ߲௣ሿ݂ ൌ 0, что выполняется в случае 

߲௣݂ ൌ 0, то есть ݂ ൌ ݂ሺݔకሻ. В этом случае ݂క ൌ  ,ݐݏ݊݋ܿ
ෙ߱ܦ ൌ ݒሙ݀ ,߱ܦ ൌ -поэтому очевидно несимметричные фор ,ݒ݀
мы и векторы не получаются.  

Всевозможные альтернации слоевых координат 3-го по-
рядка ුݔ௝௞௟

௜  удовлетворяют соотношениям 

௝ሾ௞௟ሿݔු
௜ ൌ 0, 

ሾ௝௞ሿ௟ݔු
௜ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ ௦ܰሾ௞

௜ ௝ሿ௟ݔු
௦ െ ௝ܰ௞

௦ ௦௟ݔු
௜ െ ௦ሾ௞ݔු

௜
௝ܰሿ௟
௦ െ ௝ܰ௞

௦
௦ܰ௟
௜ ሻ ് 0, 

ሾ௝|௞|௟ሿݔු
௜ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ ௦ܰሾ௟

௜ ௝ሿ௞ݔු
௦ െ ௦ሾ௟ݔු

௜
௝ܰሿ௞
௦ െ ௝ܰ௟

௦ුݔ௦௞
௜ െ ௝ܰ௟

௦
௦ܰ௞
௜ ሻ ് 0. 

Слоевые координаты 3-го порядка ුݔ௝௞௟
௜  симметричны толь-

ко по последним двум индексам ݇, ݈ как следствие использова-
ния леммы Картана. 

Альтернирование форм ෕߱௝௞
௜  имеет вид 

෕߱ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െΔෙ ௝ܰ௞

௜ ൅ ሺ
ଵ

ଶ ௝ܰ௞
௦ ௦௟ݔු

௜ െ
ଵ

ଶ
௦ሾ௞ݔු
௜ ௝ሿ௟ݔු

௦ െ ሾ௝௞ሿ௟ݔු
௜ ሻ߱௟, 
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то есть 

෕߱ሾ௝௞ሿ
௜ ≡ െΔෙ ௝ܰ௞

௜ 		ሺ݉݀݋	߱௞ሻ. 

При фиксации точки многообразия получим 

෕߱ሾ௝௞ሿ
௜ ห

ఠ೗ୀ଴
ൌ ሶሾ௝ݔ

௦ ௞ሿߜ
௜ డమ௙

డ௫഍డ௫ೞ
కݔ݀ . 

Значит, формы ෕߱௝௞
௜  несимметричны даже при фиксации 

точки многообразия, то есть 

෕߱ሾ௝௞ሿ
௜ ≢ 0	ሺ݉݀݋	߱௞ሻ. 

Кроме того, 

෕߱௝ሾ௞௟ሿ
௜ ≡ ෬௝௦ݔ

௜ Δ෱N୩୪
ୱ 		ሺ݉݀݋	߱௞ሻ. 

Каноническая форма 1-го порядка ߱ ൌ ߱௜ߝ௜ на многообра-
зии ෘܺ௠ связывает касательное ܶ ෘܺ௠ ൌ -௜ሻ и кокасательߝሺ݊ܽ݌ݏ
ное ܶ∗ ෘܺ௠ ൌ  ሺ߱௜ሻ пространства к этому многообразию в݊ܽ݌ݏ
его текущей точке. Кобазис ሼ߱௜ሽ сопряжен подвижному базису 
ሼߝ௜ሽ, то есть ߱௜ሺߝ௝ሻ ൌ ௝ߜ

௜. Для построенных дифференциалов 
справедливо 

ෙ߱௜ܦ ൌ ௜߱ܦ ൅ ௝ܰ௞
௜ ߱௝ ∧ ߱௞, 

ሙ݀ߝ௜ ൌ ௜ߝ݀ ൅ ௜ܰ௝
క߱௝⨂߲క, 

где  

௝ܰ௞
௜ ൌ ௟ݔ

௜ ഥܰ௣௤௟ ݔ
∗
௝
௣ݔ
∗
௞
௤,    ௜ܰ௝

క ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ ഥܰ

௟௞
క  

— кососимметрический и симметрический объекты, задающие 
возмущения дифференциалов ܦෙ и ሙ݀ на элементах ߱௜ и ߝ௝. 

Линия ߩ на многообразии ෘܺ௠ задается уравнениями 
߱௜ ൌ ෱߱ܦ ௜߱, причемߩ ൌ ߱ ∧ ߱ଵ и 

∆෱ߩ௜ െ ௜߱ଵߩ ൌ ଵߩ
௜߱. 
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Слоевые формы ෕߱௝
௜	, ෕߱௝௞

௜ , интерпретируются как компонен-

ты инфинитезимального перемещения векторного репера ߝ௜, 
  ௜̌௝, удовлетворяющего деривационным уравнениямߝ

Δෙߝ௜ ൌ ௜̌௝ߝ௜̌௝⨂߱௝,   ∆ෘߝ െ ෭߱௜௝
௞ ௞ߝ⨂ ൌ ߱௞⨂ߝ௜̌௝௞,            (4) 

которые получены дифференцированием касательных векто-
ров 1-го и 2-го порядков 

௜ߝ ൌ ݔ
∗
௜
௝
௝߲,   ߝ௜̌௝ ൌ ݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ௜௝ݔු

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క, 

߲௜ ൌ
డ

డ௫೔
, ߲௜௝ ൌ

డ

డ௫೔డ௫೔
, ߲క ൌ

డ

డ௫഍
. 

Векторы ߝ௜̌௝ несимметричны, причем 

ሾ̌௜௝ሿߝ ൌ െ ௜ܰ௝
௞ߝ௞, 

ሺ̌௜௝ሻߝ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ෬ሺ௜௝ሻݔ

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క . 

Размерность касательного пространства 2-го порядка 
ܶଶ ෘܺ௠ ൌ ,௞ߝ൫݊ܽ݌ݏ  ௜̌௝൯ деформирующегося многообразия ෘܺ௠ߝ

равна dimܶଶ ෘܺ௠ ൌ ݉ ൅݉ଶ. 
 

2. Аффинная связность на многообразии ࢄෙ࢓ 
 
В главном расслоении реперов ܦ௠ଵ ሺ ෘܺ௠ሻ со структурными 

уравнениями (1), (2) зададим аффинную связность по Лаптеву 
с помощью форм 

෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱௝

௜ െ Г෰௝௞
௜ ෕߱௞, 

где Г෰௝௞
௜  — функции на расслоении ܦ௠ଵ ሺ ෘܺ௠ሻ. Дифференцируя 

формы ෭߱෩௝
௜, получим 

෱ܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௜ ∧ ෭߱෩௝
௜ ൅ ෕߱௞ ∧ ൫ᇞ෭ Г෰௝௞

௜ ൅ ෕߱௝௞
௜ ൯ െ Г෰௝௞

௦ Г෰௦௟
௜ ∧ ߱௞ ∧ ߱௟.   (5) 
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Согласно теореме Картана — Лаптева, аффинная связность 
задается полем объекта Г෰௝௞

௜  

ᇞ෭ Г෰௝௞
௜ ൅ ෕߱௝௞

௜ ൌ Г෰௝௞,௟
௜ ෕߱௟.                               (6) 

С учетом (6) уравнения (5) принимают вид: 

෱ܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௜ ∧ ෭߱෩௝
௜ ൅ ෰ܴ

௝௞௟
௜ ∧ ෕߱௞ ∧ ෕߱௟, 

где ෰ܴ௝௞௟
௜  — компоненты объекта кривизны аффинной связно-

сти, выражающиеся по формуле 

෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ Г෰௝ሾ௞,௟ሿ

௜ െ Г෰௝ሾ௞
௦ Г෰|௦|௟ሿ

௜ .                            (7) 

Кривизна аффинной связности не является тензором на 
деформирующемся многообразии ෰ܺ௠ 

ᇞ෭ ෰ܴ
௝௞௟
௜ െ Γ෰௝௦

௜ ෭߱ሾ௞௟ሿ
௦ ൅ ෭߱௝ሾ௞௟ሿ

௜ ≡ 0.                        (8) 

Замечание 6. В работе [8, с. 52] сравнения на объект кри-
визны ෰ܴ௝௞

௜  несимметрической аффинной связности неголоном-

ного гладкого многообразия имеют вид (8), то есть объект ෰ܴ௝௞
௜  

образует геометрический объект (квазитензор) лишь вместе с 
объектом связности.  

Учитывая, что выражения для альтернированных форм 
෭߱ሾ௞௟ሿ
௜ , ෭߱௝ሾ௞௟ሿ

௜  известны, сравнения (8) можно записать в уточ-
ненном виде:  

ᇞ෭ ෰ܴ
௝௞௟
௜ ≡ െߛ෬௝௦

௜ ∆෱ ௞ܰ௟
௦ ,                                 (9) 

где тензор ߛ෬௝௞
௜  имеет вид ߛ෬௝௞

௜ ൌ ෰௝௞߁
௜ ൅ ෬௝௞ݔ

௜ . Из (9) видно, что кри-

визна является тензором (причем нулевым) только при ߛ෬௝௦
௜ ൌ 0, 

то есть для канонической связности, рассматриваемой далее. 
Введем формы аффинной связности ෭߱෩௝

௜ в структурные урав-
нения (1): 

෱ܦ ෭߱௜ ൌ ෭߱௝ ∧ ෭߱෩௝
௜ ൅ ෰ܶ

௝௞
௜ ෕߱௝ ∧ ෕߱௞, 
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где ෰ܶ௝௞
௜ ൌ Г෰ሾ௝௞ሿ

௜  — объект кручения аффинной связности. Аль-
тернируя уравнения (5), получим уравнения 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ൅ ෕߱ሾ௝௞ሿ

௜ ൌ Г෰ሾ௝௞ሿ,௟
௜ ෕߱௟ 

или сравнения 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ≡ᇞ෭ ௝ܰ௞

௜ . 

При фиксации точки многообразия имеем 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ≡ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ డమ௙

డ௫഍డ௫ೞ
కݔ݀ . 

Откуда видно, что объект кручения ෰ܶ௝௞
௜  не образует тензор. 

Утверждение 1. На деформирующемся многообразии ෰ܺ௠ 
объект кручения ෰ܶ௝௞

௜  аффинной связности Γ෰௝௞
௜  не является тен-

зором. Следовательно, аффинная связность на многообразии 
෰ܺ௠ всегда с кручением, то есть несимметрическая. 

На деформирующемся многообразии ෰ܺ௠ равенства ෰ܶ௝௞
௜ ൌ 0 

не являются инвариантными, следовательно, они могут выпол-
няться лишь в отдельных точках многообразия ෰ܺ௠. 

По аналогии с [3; 6] справедливо 
Утверждение 2. Для аффинной связности справедливо раз-

ложение 

Г෰௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ ൅ ෬௝௞ߛ
௜ , где ߛ෬௝௞

௜ ൌ ෬௝௞ߛ
௜ ሺݔ௟, ௤ݔ

௣ሻ. 

Выражения для кручения и кривизны с учетом тензора де-
формации ߛ෬௝௞

௜  имеют вид 

෰ܶ
௝௞
௜ ൌ െݔ෬ሾ௝௞ሿ

௜ ൅ ෬ሾ௝௞ሿߛ
௜ ൌ ௝ܰ௞

௜ ൅ ෬ሾ௝௞ሿߛ
௜ , 

෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ ௦߲ߛ෬௝ሾ௞

௜ ሶ௟ሿݔ
௦ െ ෬௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ െ ෬௝ሾ௞ߛ

௦ ෬|௦|௟ሿߛ
௜ . 

 
3. Оснащающее подпространство 

 
Введем в уравнения (41) формы аффинной связности ෭߱෩௝

௜: 

ሙ݀ߝ௜ ൌ ෭߱෩௜
௝⨂ߝ௝ ൅  ,ሚ̆௜௝⨂߱௝ߝ
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где 

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ௜̆௝ߝ ൅ Γ෰௜௝
௞ߝ௞, 

или ߝሚ̆௜௝ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ሺΓ෰௜௝

௞ ൅ ௜௝ݔු
௞ ሻߝ௞ ൅ ݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క . С учетом тензо-

ра ුߛ௜௝
௞  имеем 

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ሺ߲௟௞ ൅ ௟ܰ௞

క ߲కሻ ൅ ௜௝ߛු
௞  .௞ߝ

Векторы ߝሚ̆௜௝ удовлетворяют дифференциальным сравнениям 

Δߝሚ̆௜௝ ≡ 0  (mod ߱௞), 

значит, совокупность векторов ߝሚ̆௜௝ инвариантна (при фиксации 

точки многообразия). Для многообразия ෰ܺ௠ векторы ߝሚ̆௜௝ опре-
деляют линейное подпространство ߃෨ ൌ ෨߃ :ሚ̆௜௝ሻߝሺ݊ܽ݌ݏ ⊂ ܶଶ ෘܺ௠, 
ଵ

ଶ
݉ሺ݉ ൅ 1ሻ ൑ dim߃෨ ൑ ݉ଶ. 

Найдем векторы, принадлежащие пересечению про-
странств ߃෨ ∩ ܶ ෘܺ௠: 

௞ߝ௞ݒ ൌ ሚ̆௜௝ߝ௜௝ݒ ⟺ ௞ߝ௞ݒ ൌ ௜̆௝ߝ௜௝ሺݒ ൅ Γ෰௜௝
௞ߝ௞ሻ, 

௞ߝ௞ݒ ൌ ݔ௜௝ሺݒ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ௜௝ݔු

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క ൅ Γ෰௜௝

௞ߝ௞ሻ, 

௞ߝ௞ݒ ൌ ݔ௜௝ݒ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ௜௝ݔ௜௝ሺුݒ

௞ ൅ Γ෰௜௝
௞ሻߝ௞ ൅ ݔ௜௝ݒ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క. 

В силу линейной независимости ߝ௞, ߲௟௞, ߲క получим 

௞ݒ ൌ ௜௝ݔ௜௝൫ුݒ
௞ ൅ Γ෰௜௝

௞൯, ݔ௜௝ݒ		
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ ൌ 0, ݔ௜௝ݒ		

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ൌ 0. 

Видим, что система 

௞ݒ ൌ ௜௝ߛ௜௝ුݒ
௞ , ݔ௜௝ݒ		

∗
௜
ሺ௟ݔ
∗
௝
௞ሻ ൌ 0, ௜௝ݒ		 ௟ܰ௞

క ൌ 0 

имеет ненулевое решение. Таким образом, пространства ߃෨  и 
ܶ ෘܺ௠ пересекаются. 
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Задание аффинной связности в расслоении реперов ܮ௡మሺ ෘܺ௠ሻ 
над гладким многообразием ෰ܺ௠ эквивалентно оснащению мно-
гообразия ෰ܺ௠ полем подпространств ߃෨ ൌ   .ሚ̆௜௝ሻ [8, с. 50]ߝሺ݊ܽ݌ݏ

Несимметричные векторы ߝሚ̆௜௝ можно представить в виде 
суммы кососимметричных векторов ߝሚ̆ሾ௜௝ሿ и симметричных век-
торов ߝሚ̆ሺ௜௝ሻ: 

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ሚ̆ሾ௜௝ሿߝ ൅  ,ሚ̆ሺ௜௝ሻߝ

где 

ሚ̆ሾ௜௝ሿߝ ൌ ሺT෱௜௝
௞ െ ௜ܰ௝

௞ሻߝ௞, 

ሚ̆ሺ௜௝ሻߝ ൌ ቀݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ቁ ߲௟௞ ൅ ൫ݔ෬ሺ௜௝ሻ

௞ ൅ Γ෰ሺ௜௝ሻ
௞ ൯ߝ௞ ൅ ሺݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ሻ߲క . 

Альтернирование и симметрирование можно производить 
под знаком оператора  [8, с. 50]. Значит, инвариантными яв-
ляются совокупности векторов ߝሚ̆ሾ௜௝ሿ, ߝሚ̆ሺ௜௝ሻ и подпространства 
 .ሻ	෨ሺ߃ ,ሿ	෨ሾ߃

Оснащающее пространство Ε෨ распадается на прямую сум-
му подпространств ߃෨ሾ	ሿ и ߃෨ሺ	ሻ, то есть ߃෨ ൌ -ሻ, размерно	෨ሺ߃⨁ሿ	෨ሾ߃
сти которых вычисляются следующим образом [8, с. 50]: 

dim߃෨ሾ	ሿ ൌ
ଵ

ଶ
݉ሺ݉ ൅ 1ሻ,   dim߃෨ሺ	ሻ ൌ

ଵ

ଶ
݉ሺ݉ െ 1ሻ. 

С помощью тензора γ෬௜௝
௞  равенства (10) можно записать короче: 

ሚ̆ሾ௜௝ሿߝ ൌ γ෬ሾ௜௝ሿ
௞  ,௞ߝ

ሚ̆ሺ௜௝ሻߝ ൌ ቀݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ቁ ߲௟௞ ൅ γ෬ሺ௜௝ሻ

௞ ௞ߝ ൅ ሺݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ሻ߲క. 

 
4. Каноническая связность 

 
Равенство нулю тензора ߛ෬௝௞

௜ ൌ ෰௝௞߁
௜ ൅ ෬௝௞ݔ

௜  выделяет канониче-

скую аффиную связность Г෰
௖

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ . Объект ߛ෬௝௞
௜ ൌ ෬௝௞ߛ

௜ ሺݔ௟, ௤ݔ
௣ሻ 

(10) 
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является тензором деформации от канонической аффинной 

связности Г෰
ୡ

௝௞
௜  к произвольной, то есть γ෬୨୩

୧ ൌ Γ෰୨୩
୧ െ Г෰

ୡ

௝௞
௜ .  

Теорема. Справедливы следующие свойства канонической 

аффинной связности Г෰
ୡ

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ . 
1. Каноническая аффинная связность является плоской и 

несимметричной, то есть 

෰ܶ
ୡ

௝௞
௜ ൌ ௝ܰ௞

௜ , ෰ܴ
ୡ

௝௞௟
௜ ൌ 0. 

Действительно, в силу выражений (7) получим равенство 

෰ܶ
ୡ

௝௞
௜ ൌ ௝ܰ௞

௜ , то есть  

෰ܶ
ୡ

௝௞
௜ ൌ ሶሾ௝ݔ

௟ ௞ሿߜ
௜ ߲௟݂. 

2. Задание канонической аффинной связности в расслоении 
реперов ܦ௠ଵ ሺ ෘܺ௠ሻ над многообразием ෰ܺ௠ эквивалентно осна-

щению многообразия ෰ܺ௠ полем подпространств ܧ෨
ୡ

ൌ ሺ݁̆ሚ݊ܽ݌ݏ
ୡ

௜௝ሻ, 
дополняющих касательные пространства ܶ ෘܺ௠ до соприкаса-

ющихся пространств ܶଶ ෘܺ௠: ܶ ෘܺ௠ܧ෨
ୡ

ൌ ܶଶ ෘܺ௠ [8, с. 49].  

Для канонической связности Г෰
ୡ

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  имеем γ෬௜௝
௞ ൌ 0, по-

этому  

݁̆ሚ
ୡ

ሾ௜௝ሿ ൌ 0, 

݁̆ሚ
ୡ

ሺ௜௝ሻ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ሺ߲௟௞ ൅ ௟ܰ௞

క ߲కሻ. 

3. Равенство нулю ковариантных производных координат 

ݔ
∗
௜
௝ векторов ߝ௜ ൌ ݔ

∗
௜
௝
௝߲ выделяет каноническую аффинную 

связность. При этом базисные касательные векторы ߝ௜ пере-
носятся абсолютно параллельно относительно канонической 
связности. 
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Действительно, внося формы связности в уравнения на m 
тензоров ݔ

∗
௜
ଵ, …, ݔ

∗
௜
௠: 

ݔ݀
∗
௜
௝ ൌ ݔ

∗
௞
௝ ෕߱௜

௞ ൅ ݔ
∗
௟
௝ුݔ௜௞

௟ ߱௞, 

получим ݀ݔ
∗
௜
௝ െ ݔ

∗
௞
௝ ෕߱෩௜

௞ ൌ ݔ
∗
௟
௝ුߛ௜௞

௟ ߱௞, то есть ковариантный диф-

ференциал ׏෱ݔ
∗
௜
௝ и ковариантные производные ׏෱௞ݔ

∗
௜
௝ координат 

ݔ
∗
௜
௝ векторов ߝ௜ выражаются по формуле 

ݔ෱׏
∗
௜
௝ ൌ ݔ݀

∗
௜
௝ െ ݔ

∗
௞
௝ ෕߱෩௜

௞,    ׏෱௞ݔ
∗
௜
௝ ൌ ݔ

∗
௟
௝ුߛ௜௞

௟ . 

Равенство ׏෱௞ݔ
∗
௜
௝ ൌ 0 имеет место, если ුߛ௜௞

௟ ൌ 0, то есть век-
торы ߝ௜ переносятся абсолютно параллельно в канонической 
связности. 
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is based on G. F. Laptev’s method of extensions and envelopments, which 
generalizes E. Cartan's method of moving frame and exterior forms.  

A manifold is studied, the structure equations and derivational formu-
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of the second order on this manifold are examined and an affine connec-
tion is given. It is proved that the curvature and torsion of this connection 
are not tensors. A canonical connection is built. It is shown that the cano-
nical connectionis flat and non-symmetrical.  

 
Keywords: differential perturbation, second order tangent space, non-
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