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Об одном подклассе комплексов эллипсоидов,  
допускающем безынтегральное представление 

 
С использованием теоретико-группового метода диффе-

ренциально-геометрических исследований Г. Ф. Лаптева, а так-
же методики научных исследований по дифференциальной 
геометрии В. С. Малаховского продолжается изучение комп-
лексов (трехпараметрических семейств) эллипсоидов со спе-
циальными свойствами ассоциированных с ними дифферен-
цируемых отображений в трехмерном аффинном простран-
стве. Комплекс эллипсоидов рассматривается как образ соот-
ветствующего отображения. Исследуется подкласс ранее изу-
ченных комплексов эллипсоидов, когда индикатриса разности 
второго и третьего координатных векторов является прямой, 
параллельной первому координатному вектору. Найдены ин-
тересные геометрические свойства исследуемого многообра-
зия, которые позволяют сконструировать его, то есть найти 
его безынтегральное представление. 
 
Ключевые слова: многообразие, комплекс, репер, эллипсоид, аф-

финное пространство, индикатриса, фокальное многообразие, безын-
тегральное представление 

 
Рассмотрим трехмерное аффиное пространство. Отнесем 

его к подвижному реперу ܴ ൌ ሼܣ, ݁̅ଵ,݁̅ଶ, ݁̅ଷሽ, состоящему из 

точки ܣ и линейно независимых векторов ݁̅ఈ ሺߙ, ,ߚ … ൌ 1, 	3തതതതതሻ. 
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Инфинитезимальные перемещения репера ܴ ൌ ሼܣ, ݁̅ఈሽ опреде-
ляются уравнениями 

ܣ݀ ൌ ߱ఈ݁̅ఈ,     ݀݁̅ఈ ൌ ߱ఈ
ఉ݁̅ఉ,                       (1) 

причем формы Пфаффа ߱ఈ, ߱ఉ
ఈ удовлетворяют структурным 

уравнениям Картана: 

ఈ߱ܦ ൌ ߱ఉ ∧ ߱ఉ
ఈ,     ߱ܦఉ

ఈ ൌ ఉ߱
ఊ ∧ ߱ఊఈ,               (2) 

выражающим условия полной интегрируемости системы диф-
ференциальных уравнений (1). 

Пусть ܩ — фундаментальная группа трехмерного аффин-
ного пространства над полем действительных чисел, ݍ — цен-
тральная невырожденная гиперквадрика трехмерного аффин-
ного пространства и ܥ — ее центр. Гиперквадрика ݍ является 
индуцирующей фигурой ранга 9 индекса 3 (см.: [1]). Ее урав-
нение запишем в виде 

ܽఈఉݔఈݔఉ ൅ 2ܽఈݔఈ െ 1 ൌ 0,                           (3) 

причем 

ሺܽఈఉሻ	ݐ݁݀ ് 0,   ܽఈఉ ൌ ܽఉఈ,   ݀݁ݐ ൬
ܽఈఉ ܽఈ்

ܽఈ െ1
൰ ് 0.     (4) 

Множество ܴሺݍሻ для всех гиперквадрик, аффинно эквива-
лентных гиперквадрике (3), является однородным простран-
ством [2]. Это легко доказывается в частично канонизирован-
ном репере ܴ଴, который строится из репера ܴ, когда ܽఈ ൌ 0. 
В этом случае его вершина помещается в центр гиперквадрики 
 .ݍ

Структурные формы трехмерного аффинного пространства 
 ሻ в репере ܴ଴ соответственно имеют видݍଷ и множества ܴሺܣ

ఈݔ∆ ≡ ఈݔ݀ ൅ ఉ߱ఉݔ
ఈ ൅ ߱ఈ,                            (5) 

߱ఈ,   ܽ׏ఈఉ,                                        (6) 

где ܽ׏ఈఉ ൌ ݀ܽఈఉ െ ܽఈఊωఉ
ఊ െ ܽఊఉωఈ

ఊ . 
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Тогда дифференциальные уравнения дифференцируемого 
отображения ࣠: ଷܣ ⟶ ܴሺݍሻ записываются в виде (см.: [3]) 

ఈఉܽ׏ ൌ Λఈఉఊ∆ݔఊ,                                 (7) 

ωఈ ൌ Λఉ
ఈ∆ݔఉ,                                     (8) 

где ܽఈఉ и Λఈఉఊ являются компонентами фундаментального 
объекта первого порядка для отображения. 

Пусть ݂ — такое дифференцируемое отображение ࣠, кото-
рое каждой точке ܣ ∈  ଷ ставит в соответствие гиперквадрикуܣ
ఈݔ∆ Тогда .ܣ с центром в точке ݍ ൌ ߱ఈ, а уравнения (8) обра-
щаются в тождества и дифференциальные уравнения отобра-
жения ݂ примут вид 

∆ܽఈఉ ൌ  ఈఉఊ߱ఊ.                                  (9)߉

Обозначим через ࣣ୫݂ образ отображения ݂ в 	ܴሺݍሻ. Огра-
ничиваясь случаем максимального ранга отображения ݂ в каж-
дой точке области определения, получим, что ܭଷ ൌ ࣣ୫݂ явля-
ется дифференцируемым многообразием размерности 3, кото-
рое в дальнейшем будет называться комплексом центральных 
невырожденных гиперквадрик. 

В дальнейшем исследования проводились в соответствии с 
методикой, изложенной в работах [4—7]. 

Уравнение гиперквадрики ݍ и система дифференциальных 
уравнений комплекса ܭଷ в репере ܴ଴ принимают соответствен-
но вид 

ܽఈఉݔఈݔఉ െ 1 ൌ 0,                               (10) 

ఈఉܽ׏ ൌ  ఈఉఊ߱ఊ.                                (11)߉

Замкнутая система дифференциальных уравнений Пфаффа 
комплекса ܭଷ запишется в виде 

ఈఉܽ׏ ൌ ఈఉఊ߉׏    ,ఈఉఊ߱ఊ߉ ∧ ߱ఊ ൌ 0,                 (12) 

где ׏Λఈఉఊ ൌ ݀Λఈఉఊ െ Λఈఉఋ߱ఊఋ െ Λఈఋఊ߱ఉ
ఋ െ Λఋఉఊ߱ఈఋ. 

Система (12) определяет комплекс ܭଷ с произволом шести 
функций трех аргументов (см.: [6]). 
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Г. Ф. Лаптев установил в [8], что погруженное многообра-
зие обладает в общем случае основным объектом (фундамен-
тальным объектом наинизшего порядка, система дифференци-
альных уравнений которого алгебраически разрешима относи-
тельно всех вторичных форм). Надлежащее задание компонент 
один раз продолженного основного объекта определяет по-
груженное многообразие с точностью до констант. Основным 
объектом комплекса ܭଷ является фундаментальный объект 

Гଵ ൌ ൛ܽఈఉ,  ఈఉఊൟ.                                 (13)߉

Продолжая систему (12) дважды, получим 

ఈఉఊ߉׏ ൌ  ,ఈఉఊఋ߱ఋ߉

ఈఉఊఋ߉׏ ∧ ߱ఋ ൌ 0,                                 (14) 

ఈఉఊఋ߉׏ ൌ  ,ఈఉఊఋఌ߱ఌ߉

где коэффициенты ߉ఈఉఊఋ, ߉ఈఉఊఋఌ , согласно лемме Картана 
(см.: [9]), симметричны по соответствующим индексам. 

В работах [10—13] исследованы шесть подклассов отоб-
ражения ݂: 

1) отображение ଵ݂, когда для компонент ߉ఈఉఊఋ фундамен-
тального объекта второго порядка комплекса ܭଷ выполняется 
условие 

ఈఉఊఋ߉ ൌ  ఈఉሺఊ்ഃሻ,                              (15)߉2

где ఈܶ — некоторый тензор; 
2) отображение ଶ݂, когда для компонент ߉ఈఉఊ фундамен-

тального объекта первого порядка комплекса ܭଷ имеет место 

ఈఉఊ߉ ൌ ܽఈఉܵఊ,                                  (16) 

где ܵఈ — некоторый тензор; 
3) отображение ଷ݂, когда для компонент ߉ఈఉఊ фундамен-

тального объекта первого порядка комплекса ܭଷ выполняется 
условие 

ఈఉఊ߉ ൌ  ఈሺఉఊሻ;                                  (17)߉
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4) отображение ସ݂, когда основные гиперплоскости Πఝ и 
Πట [10] параллельны; 

5) отображение ହ݂, если ߰ — основная гиперплоскость, па-
раллельная диаметральной гиперплоскости;  

6) отображение ଺݂, если ߮ — основная гиперплоскость, па-
раллельная диаметральной гиперплоскости. 

В работах [10—13] проведена дальнейшая канонизация 
репера ܴ଴. Новый репер ܴଵ строится следующим образом: 
вершина репера совмещена с центром эллипсоида ݍ, векторы 
݁̅ఈ направлены по тройке сопряженных диаметров эллипсоида 
-причем концы их лежат на эллипсоиде и совпадают с фо ,ݍ
кальными точками [14]. 

Рассмотрены многообразия эллипсоидов, когда индикатри-
са вектора ݁̅ଵ является прямой, параллельной ݁̅ଵ, асимптотиче-
ские линии на поверхности ሺܣ ൅ ݁̅ଵሻ являются координатными 
и при движении точки ܣ по инвариантной поверхности, прохо-
дящей через фокальные точки, касательная на индикатрисе 
вектора ݁̅ଶ параллельна плоскости (ܣ, ݁̅ଵ, ݁̅ଶ).  

В данной работе исследуется подкласс ܭ∗ комплексов эл-
липсоидов ܭଷ

଴ଵ, рассмотренных в работе [15], в случае, когда 
индикатриса вектора ݁̅ଶ െ ݁̅ଷ является прямой, параллельной 
вектору ݁̅ଵ. 

Уравнение эллипсоида ݍ и система дифференциальных 
уравнений Пфаффа комплекса эллипсоидов ܭ∗ будут соответ-
ственно иметь вид 

ሺݔଵሻଶ൅ሺݔଶሻଶ ൅ ሺݔଷሻଶ െ 1 ൌ 0,                        (18) 

߱ఈఈ ൌ െ߱ఈ,   ߱ଵ
ଶ ൌ ߱ଵ

ଷ ൌ 0,   ߱ଶ
ଵ ൌ ෨߱ଷ,   ߱ଷߚ

ଵ ൌ  ,෨߱ଶߚ

߱ଶ
ଷ ൌ െ߱ଷ, 		߱ଷ

ଶ ൌ െ߱ଶ,  ݈݀݊ߚ෨ ൌ ߱ଵ ൅ ߱ଶ ൅ ߱ଷ.         (19) 

Анализируя систему уравнений (19), убеждаемся в том, 
что комплексы ܭ∗ существуют и определяются вполне инте-
грируемой системой уравнений с произволом десяти постоян-
ных (см.: [6]). 
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Обозначим как ܣఈ концы векторов ݁̅ఈ, ݈ — прямую (ܣଷ, 
݁̅ଵ), ݉ — прямую (ܣଵ, ݁̅ଷ), ߛଵ и ߛଶ — асимптотические линии 
на поверхности (ܣଵ), ܯଵ — текущую точку прямой ݈, ܯଶ ൌ 
ൌ ଵܣ ൅ ଷܯ ଷ݁̅ଷ иݔ ൌ ܣ ൅ ଵ݁̅ଵݔ ൅  ଷ݁̅ଷ — текущие точки прямойݔ
݉ и координатной плоскости (ܣ, ݁̅ଵ,݁̅ଷ) соответственно. 

Теорема. Комплексы эллипсоидов ܭ∗ обладают следую-
щими геометрическими свойствами: 

1) прямая ݈ неподвижна;  
2) при движении точки ܣଵ вдоль асимптотической линии ߛଵ 

прямая ݉ и координатная плоскость (ܣ, ݁̅ଵ, ݁̅ଷ) неподвижны;  
3) поверхность (ܣଷ) вырождается в прямую, параллельную 

вектору ݁̅ଵ;  
4) точка ܲ ൌ ܣ ൅ ݁̅ଵ ൅ ݁̅ଶ неподвижна при движении точ-

ки ܣଵ вдоль асимптотической линии ߛଶ;  
5) класс отображений, порожденный рассматриваемым 

комплексом, не пересекается с классами отображений ఈ݂భ, 

ఈ݂మ, …, ఈ݂ഁ. 

Доказательство.  
1. Используя систему (19), находим  

ഥଵܯ݀ ൌ ሺ݀ݔଵ ൅ ሺ1 െ ଵሻ߱ଵݔ ൅  ෨߱ଶሻ݁̅ଵ,               (20)ߚ

откуда непосредственно следует первое утверждение теоремы. 
2. Находим 

ഥଶܯ݀ ൌ ଷ߱ଶ݁̅ଵݔ෨ߚ ൅ ሺ1 െ ଷሻ߱ଶ݁̅ଶݔ ൅ ሺ݀ݔଷ ൅ ሺ1 െ  ଷሻ߱ଷሻ݁̅ଷ,  (21)ݔ

ഥଷܯ݀ ൌ ൫݀ݔଵ ൅ ሺ1 െ ଵሻ߱ଵݔ ൅ ଷ߱ଶ൯݁̅ଵݔ෨ߚ ൅ ሺ1 െ ଷሻ߱ଶ݁̅ଶݔ ൅ 

																																൅	ሺ݀ݔଷ ൅ ሺ1 െ  ଷሻ߱ଷሻ݁̅ଷ.                           (22)ݔ

Из формул (21) и (22) следует, что при движении точки ܣଵ 
вдоль асимптотической линии ߛଵ прямая ݉ и координатная 
плоскость ሺܣ, ݁̅ଵ, ݁̅ଷሻ неподвижны. 

3. Утверждение теоремы следует из формулы 

ଷܣ̅݀ ൌ ሺ߱ଵ ൅  ෨߱ଶሻ݁̅ଵ.                           (23)ߚ
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4. Имеем 

݀ തܲ ൌ  ෨߱ଷ݁̅ଵ,                                  (24)ߚ

откуда следует соответствующее утверждение теоремы. 
5. Уравнения основных гиперплоскостей ߮ и ߰, ассоции-

рованных с исследуемым комплексом, соответственно имеют 
вид 

ଵݔ4 ൅ ଶݔ5 ൅ ଷݔ5 െ 4 ൌ 0,                        (25) 

3൫3ߚ෨ସ ൅ ෨ଶߚ10 ൅ 8൯ݔଵ ൅ ൫5ߚ෨ସ ൅ ෨ଶߚ24 ൅ 32൯ݔଶ ൅ 

൅൫5ߚ෨ସ ൅ ෨ଶߚ24 ൅ 32൯ݔଷ ൌ 4ሺߚ෨ଶ ൅ 2ሻሺߚ෨ଶ ൅ 4ሻ.        (26) 

Из определения отображения ఈ݂భఈమ…ఈഁ и анализа уравне-

ний (25) и (26) следует последнее утверждение теоремы. 
Найденные геометрические свойства комплекса эллипсои-

дов ܭ∗ по аналогии с работой [16] позволяют построить его 
безынтегральное представление, то есть его геометрическую 
модель. 

Для этого проведем следующие построения:  
1) задаем произвольную прямую ݈, и фиксируем на ней 

точку ܲ;  
2) проводим прямую ݈∗, параллельную прямой ݈, и выбира-

ем на ней точку ܣଷ;  
3) задаем плоскость ߨଵ, проходящую через прямую ݈ и не 

содержащую ݈∗;  
4) проводим на плоскости ߨଵ через точку ܲ прямую ݉;  
5) в плоскости ߨଵ выбираем точку ܣ, не инцидентную пря-

мым ݈ и ݉; через эту точку проводим прямые, параллельные ݈ 
и ݉; в пересечении с прямыми ݉ и ݈ получим соответственно 
точки Аଵ и Аଶ. 

С текущей точкой плоскости ߨଵ совмещаем репер ෨ܴ ൌ 
ൌ ሼ0, ݁̅ଵ, ݁̅ଶ, ݁̅ଷሽ такой, что 0 ≡ ఈ̅݁ ,ܣ ൌ -തതതതఈ. Образующий элеܣܣ
мент комплекса — эллипсоид ݍ, соответствующий центру ܣ, 
однозначно определяется точками ܣఈ, центром ܣ и сопряжен-
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ными направлениями ܣܣതതതതఈ. При движении точки ܣ в плоскости 
 а ,ݍ ଵ получаем двупараметрическое семейство эллипсоидовߨ
при перемещении точки ܣଷ по прямой ݈ — комплекс эллипсо-
идов ݍ, который мы назовем комплексом ܭ଴

∗. 
Докажем, что построенный таким образом комплекс эл-

липсоидов ݍ совпадает с комплексом ܭ∗, то есть определяется 
в репере ෨ܴ системой уравнений (19). 

Поскольку прямая ݈ задается уравнениями 

ଷݔ ൌ ଶݔ   ,0 ൌ 1, 

то из условия неподвижности этой прямой получаем 

߱ଵ
ଷ ൌ 0, 		߱ଶ

ଷ ൌ െ߱ଷ,   ߱ଵ
ଶ ൌ 0, 		߱ଶ

ଶ ൌ െ߱ଶ. 

Прямая ݈∗ параллельна плоскости ߨଵ, поэтому  

߱ଷ
ଷ ൌ െ߱ଷ.                                   (27) 

Из условий неподвижности прямой ݉, определяемой урав-
нениями 

ଷݔ ൌ ଵݔ   ,0 ൌ 1, 

при движении точки Аଵ вдоль линии ߛଶ следует, что 

߱ଵ
ଵ ൌ െ߱ଵ,   ߱ଶ

ଵ ൌ ݇߱ଷ.                         (28) 

Прямая ݉ определяется уравнениями 

ଵݔ ൌ ଶݔ   ,1 ൌ 0. 

Так как эта прямая неподвижна при движении точки ܣଵ 
вдоль линии ߛଵ, то  

߱ଷ
ଵ ൌ ଶ,   ߱ଷ߱ߜ

ଶ ൌ  .ଶ߱ߛ

Дифференцируя уравнение (27), находим ߛ ൌ െ1. Следо-
вательно, 

߱ଷ
ଶ ൌ െ߱ଶ. 

Замыкая уравнения (28), получим 

߱ଷ
ଵ ൌ ݇߱ଶ,  ݀݇ ൌ ݇߱ଵ ൅ ݇߱ଶ ൅  .෨߱ଷߚ
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Дифференцируя уравнение ߱ଷ
ଵ ൌ ݇߱ଶ, находим 

݇ ൌ  .෨ߚ

Значит, система дифференциальных уравнений комплекса 
଴ܭ
∗ имеет вид 

߱ఈఈ ൌ െ߱ఈ,   ߱ଵ
ଶ ൌ ߱ଵ

ଷ ൌ 0,   ߱ଶ
ଵ ൌ ෨߱ଶ,   ߱ଷߚ

ଵ ൌ  ,෨߱ଶߚ

߱ଶ
ଷ ൌ െ߱ଷ,   ߱ଷ

ଶ ൌ െ߱ଶ,   ݈݀݊ߚ෨ ൌ ߱ଵ ൅ ߱ଶ ൅ ߱ଷ, 

что и требовалось доказать. 
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On a subclass of ellipsoid complexes  
that admits a non-integral representation 
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Using the group-theoretic method of differential geometric re-
search by G. F. Laptev, as well as the methodology of scientific re-
search on differential geometry by V. S. Malakhovsky, the study of 
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complexes (three-parameter families) of ellipsoids with special 
properties of differentiable maps associated with them in a three-
dimensional affine space. The complex of ellipsoids is considered 
as an image of the corresponding mapping. A subclass of previous-
ly studied ellipsoid complexes is investigated when the difference 
indicatrix of the second and third coordinate vectors is a straight 
line parallel to the first coordinate vector. Interesting geometric 
properties of the studied manifold are found, which make it possi-
ble to construct it, that is, to find its integral representation. 
 
Keywords: manifold, complex, reference point, ellipsoid, affine spa-

ce, indicatrix, focal manifold, non-integral representation 
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