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О группе автоморфизмов алгебры плюральных чисел 

 
В работе исследуются автоморфизмы алгебр плю-

ральных чисел, которые являются обобщением алгебры 
дуальных чисел. Алгебры плюральных чисел оказались 
в центре внимания профессора Казанского университе-
та А. П. Широкова. Занимаясь геометрией касательных 
расслоений высших порядков, он установил, что каса-
тельные расслоения высших порядков над гладкими 
многообразиями несут структуру гладкого многообра-
зия над алгебрами плюральных чисел. Это позволило 
ему в 1970-е годы построить теорию лифтов тензорных 
полей и линейных связностей с гладкого многообразия 
в его касательные расслоения произвольного порядка. 

Изучаются автоморфизмы алгебры плюральных чи-
сел. Доказано, что множество всех автоморфизмов ал-
гебры плюральных чисел образует группу. Описано 
строение этой группы. В качестве примеров указаны 
группы автоморфизмов алгебры плюральных чисел, 
имеющих небольшую размерность.  
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1. Алгебра плюральных чисел 

 
Рассмотрим -мерное векторное пространство V над полем 

действительных чиcел R с базисом ሺߝ, ,ଵߝ ,ଶߝ . . . , -ିଵሻ, на коߝ
тором задана билинейная операция умножения, удовлетво-
ряющая следующим условиям: 

ఈߝߝ ൌ ߝఈߝ ൌ  ,ఈߝ

ఉߝఈߝ ൌ ,ߙఈାఉ ሺߝ ߚ ൌ 1,2, . . . , ݉ െ 1ሻ,              (1) 

ߝ ൌ 0 		ሺ݉ ൌ ܸ݀݅݉ሻ. 

Полученная линейная алгебра называется алгеброй плю-
ральных чисел и обозначается символом ܴሺߝିଵሻ [1]. Из этого 
определния следует, что элемент ߝ является единичным эле-
ментом алгебры ܴሺߝିଵሻ. Будем считать, что ݁ ൌ 1 (1 — еди-
ница поля R). Из определения базисных элементов следует, что 
алгебра ܴሺߝିଵሻ является коммутативной и ассоциативной. 

Соотношение ߝ ൌ 0 дает основания к заключению, что 
каждый базисный элемент ߝఈ ሺߙ ൌ 1,2, . . . , ݉ െ 1ሻ является де-
лителем нуля. Векторное подпространство, натянутое на эти 
элементы, является идеалом алгебры ܴሺߝିଵሻ, причем макси-
мальным. Этот идеал называется радикалом алгебры плюраль-
ных чисел и обозначается ܴ݀ሺܴሺߝିଵሻሻ. Перейдем к автомор-
физмам алгебры ܴሺߝିଵሻ. 

Определение. Обратимый линейный оператор  

߶: ܴሺߝିଵሻ → ܴሺߝିଵሻ 

называется автоморфизмом этой алгебры, если выполняются 
условия ߶ሺݕݔሻ ൌ ߶ሺݔሻ߶ሺݕሻ для любых ݔ, ݕ ∈ ܴሺߝିଵሻ. 

Иначе говоря, автоморфизм алгебры ܴሺߝିଵሻ плюральных 
чисел представляет собой изоморфное отображение этой алгеб-
ры на себя. Множество всех автоморфизмов алгебры ܴሺߝିଵሻ 
обозначается символом ݐݑܣሺܴିଵሻ. 
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Теорема 1. Для любого автоморфизма ߶ алгебры плю-
ральных чисел имеет место равенство ߶ሺ1ሻ ൌ 1. 

Доказательство. Пусть ߶ — произвольный автоморфизм ал-
гебры ܴሺߝିଵሻ. Тогда для любого элемента ܽ ∈ ܴሺߝିଵሻ имеем  

߶ሺ1ሻܽ ൌ ߶ሺ1ሻሺ߶ ∘ ߶ିଵሺܽሻሻ ൌ ߶ሺ1ሻሺ߶ሺ߶ିଵሺܽሻሻሻ ൌ 
ൌ ߶ሺ1 ⋅ ߶ିଵሺܽሻሻ ൌ ߶ሺ߶ିଵሺܽሻሻ ൌ ܽ. 

Аналогично ܽ߶ሺ1ሻ ൌ ܽ. Поскольку в алгебре ܴሺߝିଵሻ име-
ется только одна единица, то ߶ሺ1ሻ ൌ 1. 

Теорема 2. Для любого автоморфизма ߶ ∈  ሺܴିଵሻݐݑܣ
имеем ߶ሺߝଵሻ ൌ ߙఈ ሺߝఈݔ ൌ 1,2, . . . , ݉ െ 1ሻ. 

Доказательство. Пусть 

߶ሺߝଵሻ ൌ ܽߝ  ܽఈߝఈሺߙ ് 0ሻ. 
Тогда 

߶ሺߝଶሻ ൌ ߶ሺߝଵߝଵሻ ൌ ߶ሺߝሻ߶ሺߝଵሻ ൌ ሺܽߝ  ܽఈߝఈሻሺܽߝ  

ܽఉߝఉሻ ൌ ሺܽሻଶߝ  ܾ,			ܾ ∈ ܴ݀ሺܴሺߝିଵሻ. 

Применяя метод математической индукции, получим 

߶ሺߝሻ ൌ ሺܽሻߝ  ܿ, ܿ ∈ ܴ݀ሺܴሺߝିଵሻሻ 

для любого натурального числа ݇ ൏ ݉ െ 1. При ݇ ൌ ݉ െ 1 
имеем следующее равенство: 

ߠ ൌ ሺܽሻିଵߝ  ݀,			݀ ∈ ܴ݀ሺܴሺߝିଵሻሻ. 

Отсюда следует ሺܽሻିଵ ൌ 0 и ݀ ൌ 0. Следовательно, 
ܽ ൌ 0. Теорема 2 доказана. 

 
2. Описание группы автоморфизмов алгебры ࡾሺିࢿሻ 
 
В п. 1 было отмечено, что базис алгебры ܣ ൌ ܴሺߝିଵሻ со-

ставляют элементы 1, ߝ ൌ ,ଵߝ ,ଶߝ . . . ,  ఈ являетсяߝ ିଵ. Здесьߝ
степенью элемента ߝ ൌ  ଵ. Для каждого автоморфизмаߝ
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߶ ∈ ሻߝмы получим, что ߶ሺ ܣݐݑܣ ൌ ߙሺ		ఈߝఈݐ ൌ 1,2, . . . , ݉ െ 1ሻ, 
где ݐଵ, ,ଶݐ	 . . . ,  ିଵ — произвольные действительные числаݐ	
(параметры). 

Тогда в силу того, что ߶ — автоморфизм алгебры А, мож-
но найти образы остальных базисных элементов, то есть 
߶ሺߝఛሻ ሺ߬ ൌ 2,3, . . . , ݉ െ 1ሻ: 

߶ሺߝఛሻ ൌ ሺ߶ሺߝሻሻఛ ൌ ൫ݐఒభߝ
ఒభ൯… ሺݐఒഓߝ

ఒഓሻ ൌ 

ൌ ߝఒభ,...,ఒഓݐ
ఒభାఒమା...ାఒഊ . 

Пусть ߶ሺߝఒሻ ൌ ߶ఓఒߝఓ, ߣ, ߤ ൌ 1,2, . . . , ݉ െ 1. Тогда получим, 
что ߶ఓଵ ൌ   ఓ, аݐ

߶ఔఛାଵ ൌ ߶ఒ
ఛݐఔିఒ,                                 (*) 

где по индексу ߣ ведется суммирование от 1 до ݉ െ 1 при 
условии ߥ െ ߣ  0. Если ߥ െ ߣ  0, то по определению будем 
считать, что ݐఔିఒ ൌ 0. 

Теорема 3. Коэффициенты ߶ఓఒ удовлетворяют тождест-
вам 

1) ߶ఓఒ=0, если ߤ ൏  ;ߣ

2) ߶ఒ
ఒ ൌ ሺݐଵሻఒ (по индексу нет суммирования) для ߣ ൌ 1, 2,	

. . . , ݉ െ 1. 
Доказательство.  
1. Доказательство проведем методом математической ин-

дукции по ߣ  2 и ߤ  1. 
Пусть ߣ — фиксированное натуральное число, равное 

2, 3, . . ., ݉ െ 1. Докажем, что ߶ఓఒ  = 0 для всех ߤ ൏ 2. 

При ߤ ൌ 1 имеем ߶ଵ
ఒ ൌ ߶ఔఒݐଵିఔ, ߥ  1. Но ݐଵିఔ ൌ 0 при 

1 െ ߥ  0. Следовательно, ߶ଵ
ఒ ൌ 0. 

Предположим, что ߶ఓఒ ൌ 0 для всех ߤ ൏ ߣ െ 2. 

Докажем, что ߶ఒିଵ
ఒ ൌ 0. В силу равенства (*) имеем 

߶ఒିଵ
ఒ ൌ ߶ఔఒݐሺఒିଵሻିఔ. Если ߥ  ߣ െ 2, то ߶ఓఒ ൌ 0 по индуктивно-

му предположению. Поэтому ߶ఒିଵ
ఒ ൌ 0.  
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2. Применим также метод математической индукции. 
При ߣ ൌ 1 соотношение 2) настоящей теоремы имеет вид 

߶ଵ
ଵ ൌ ଵሻߝଵ. С другой стороны, ߶ሺݐ ൌ ߶ሺߝሻ ൌ  ఌ. Отсюдаߝఒݐ

߶ଵ
ଵ ൌ  .ଵݐ
Пусть ߶ఒ

ఒ ൌ ሺݐଵሻఒ для каждого фиксированного ߣ ൏ ݉ െ 1. 

Докажем, что ߶ఒାଵ
ఒାଵ ൌ ሺݐଵሻఒାଵ. Для этого рассмотрим (*). 

Из него получим, что 

߶ఒାଵ
ఒାଵ ൌ ߶ఓఒݐሺఒାଵሻିఓ, 

где по индексу ߤ ведется суммирование (при условии ሺߣ  1ሻ െ
ߤ  0). По индуктивному предположению, ߶ఓఒ ൌ 0, если ߤ ൏  .ߣ
Поэтому при ߤ  ߣимеем ሺ ߣ  1ሻ െ ߤ  1. Отсюда следует, 
что ሺߣ  1ሻ െ ߤ ൌ 1 (иначе: ݐሺఒାଵሻିఓ ൌ 0). Таким образом, 

߶ఒାଵ
ఒାଵ ൌ ߶ఒ

ఒݐଵ ൌ ൫ݐଵ
ఒ൯ݐଵ ൌ ሺݐଵሻఒାଵ. 

Утверждение 2) теоремы 3 доказано. 
Из теоремы 3 следует, что матрица произвольного авто-

морфизма ߶ алгебры ܴሺߝିଵሻ относительно ее естестествен-
ного базиса имеет вид 

ሺ߶ሻܯ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

1 0 0 . . . 0
0 ଵݐ 0 . . . 0
0 ଶݐ ଶݐ

ଶ . . . 0
. . . . .
0 ߶ିଵ

ଵ ߶ିଵ
ଶ . . . ሺݐଵሻିଵی

ۋ
ۊ
ଵݐ , ് 0. 

Следовательно, 

ିଵሻሻߝሺܴሺݐݑܣ݉݅݀ ൌ ݉ െ 1 ൌ ݀݅݉ሺܴିଵሻ. 

Можно рассмотреть вид матрицы ܯሺ߶ሻ для второго, тре-
тьего и четвертого порядков:  

ሻߝሺܴݐݑܣ ൌ ൜൬
1 0
0 ଵݐ

൰ ଵݐ| ∈ ܴ, ݐ ് 0ൠ, 
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ଶሻߝሺܴݐݑܣ ൌ ቐቌ
1 0 0
0 ଵݐ 0
0 ଶݐ ሺݐଵሻଶ

ቍ ,ଵݐ| ଶݐ ∈ ܴ, ଵݐ ് 0ቑ, 

ଷሻߝሺܴݐݑܣ ൌ

ە
۔

ۓ

ۉ

ۇ

1 0 0 0
0 ଵݐ 0 0
0 ଶݐ ሺݐଵሻଶ 0
0 ଷݐ ଶݐଵݐ2 ሺݐଵሻଷی

ۊ ,ଵݐ| ,ଶݐ ଷݐ ∈ ܴ, ଵݐ ് 0

ۙ
ۘ

ۗ
. 

Эти матрицы представляют группы автоморфизмов алгеб-
ры плюральных чисел в частных случаях.  
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The algebra of dual numbers was first introduced by V. K. Clifford in 
1873. The algebras of plural and dual numbers are analogous to the 
algebra of complex numbers. Dual numbers form an algebra, but not a 
field, because only dual numbers with a real part not equal to zero have an 
inverse element. 

In this work, automorphisms of algebras of plural numbers, which are 
a generalization of the algebra of dual numbers, are studied. Algebras of 
plural numbers were in the center of attention of the professor of Kazan 
University A. P. Shirokov. Studying the geometry of higher-order tangent 
bundles, he established that higher-order tangent bundles over smooth 
manifolds have the structure of a smooth manifold over algebras of plural 
numbers. This allowed him in the 70s of the twentieth century to 
construct a theory of lifts of tensor fields and linear connections from a 
smooth manifold to its tangent bundles of arbitrary order. 

In this paper, we study automorphisms of the algebra of plural 
numbers. It is proved that the set of all automorphisms of the algebra of 
plural numbers forms a group. The structure of this group is described. 
The groups of automorphisms of the algebra of plural numbers with small 
dimension are indicated as examples. 

 

Keywords: plural algebra, automorphism, vector space, matrix of auto-
morphism 

https://orcid.org/0000-0002-8790-5747


Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 
References 

 
1. Vishnevskiy, V. V., Shirokov, А. P., Shurygin, V. V.: Spaces over al-

gebras. Kazan (1984). 
2. Vinberg, E. B.: Course of algebra. Moscow (2001). 
3. Curtis, I., Reiner, I.: Theory of representations of finite groups and 

associative algebras. Moscow (1969). 
4. Kostrikin, A. I.: Introduction to Algebra. Parts 1—3. Moscow (2000). 
5. Kurosh, A. G.: Lectures on general algebra. Moscow (1962). 
6. Nikitina, Ya. V., Sultanov, A. Ya.: Weil bundle over the tensor product 

of two algebras of dual numbers. Izvestia vuzov. Volga region. Phys.-Math. 
Nauki, 4:28, 17—28 (2013). 

7. Sultanov, A. Ya.: On automorphism groups of special linear algeb-
ras. Izvestia Penza State Ped. Univ., 8:22, 70—74 (2010). 

8. Sultanova, G. A.: On the dimensions of Lie algebras of automor-
phisms in tangent bundles with a complete lift connection over a projec-
tive Euclidean base. Dalnevost. Math. J., 16:1, 83—95 (2016). 

9. Sultanova, G. A.: On an estimate for the dimensions of Lie algebras 
of infinitesimal automorphisms of tangent bundles with a complete lift 
connection over a nonprojective Euclidean base. DGMF, 47, 146—153 
(2016). 

10. Shirokov, A. P.: A note on structures in tangent bundles. Tr. Geom. 
Sem., 5, 259—309 (1973). 

 
For citation: Sultanov, A. Ya., Sultanova, G. A., Monakhova O. A. 

On the group of automorphisms of the algebra of plural numbers. DGMF, 
54 (2), 63—70 (2023). https://doi.org/10.5922/0321-4796-2023-54-2-6. 

 

 
 


