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Поля геометрических объектов 
H -распределения аффинного пространства 

 
Построены поля инвариантных нормализаций в смысле Нор-

дена основных структурных подрасслоений гиперполосного рас-
пределения (H -распределения) аффинного пространства nA  в 

дифференциальных окрестностях 1-го и 2-го порядков. В диффе-
ренциальной окрестности 2-го порядка введены нормализации Ос-
тиану  Алшибая соответственно Λ-, L-, Н-подрасслоений данно-
го H -распределения. Выяснен геометрический смысл нормали P


 

1-го рода H-подрасслоения: вдоль кривой, касающейся нормали P


, 
нормаль V


 переносится параллельно. 

 
Ключевые слова: распределение, тензор, квазитензор, нормаль 

подрасслоения, нормализация, соответствия Бомпьяни  Пантази. 
 
Во всей работе использована следующая схема индексов: 

 n,L,K,I 1 ; 11  n,m,, ; 11  n,c,b,a ; m,k,j,i 1 ; 

n,mˆ,ˆ,ˆ 1 . 

 
1. Поля нормализаций  

и пучки нормалей 1-го и 2-го рода Нордена  
основных структурных подрасслоений H -распределения  

в дифференциальной окрестности 1-го порядка 
 
1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство nA , отне-

сенное к подвижному реперу )e...,,e,e,A( n


21 , дифференциаль-

ные уравнения инфинитезимального перемещения которого 
имеют вид 
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K
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 ,  (1) 

а инвариантные формы I  и K
I  аффинной группы преобразо-

ваний удовлетворяют структурным уравнениям аффинного про-
странства 

 
I
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K
Id  .  (2) 

Известно [1], что в дифференциальной окрестности 2-го поряд-
ка регулярное H -распределение аффинного пространства nA  

задается относительно репера 1R  уравнениями 

 
Ln

iL
n
i  , L

iLi   , 

  ˆn
ˆ

n , Li
L

i   ,  (3) 

где функции в системе (3) удовлетворяют уравнениям 
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и соотношениям 

 
0 




i
]k||

n
j[i]jk[

nn
]jk[

n
n . 

Заметим, что коэффициенты в правых частях уравнений (4), 
(5), вообще говоря, не симметричны по нижним индексам. 

Из уравнений (4) следует, что совокупность функций 

};;{}{ nn
i

n
ij

def
n
ab    образует тензор 1-го порядка: 

 
Kn

abK
n
ab  .  (6) 

Для регулярного H -распределения фундаментальные тензоры 
}{ n

ij , }{ n
 , }{ n

ab  невырожденные [1] и потому имеют соот-



Ю.И. Попов 

 115 

ветственно обращенные фундаментальные тензоры 1-го поряд-
ка }{ jk

n , }{ n
 , }{ bc

n , компоненты которых удовлетворяют 
дифференциальным уравнениям 

 
Lij

nL
ij
n  , L

nLn   , Lab
nL

ab
n    (7) 

и соотношениям 
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n
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2. Для дальнейшего изложения приведем соотношения [2], 
определяющие биекции Бомпьяни  Пантази между нормалями 
1-го и 2-го рода соответственно Н-, L-, Λ-подрасслоений данно-
го H -распределения 
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  (12) 

 
n
an

def

a A , K
aK

b
n

n
aba  AA .  (13) 

 

3. В силу уравнений (5), (7) убеждаемся, что функции 

 

ji
nij

def

n m
V   1

  (14) 

удовлетворяют уравнениям 

 
K

nKnn VV   .  (15) 
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Следовательно, поле квазитензора }V{ n
 (15) задает поле 

нормалей 1-го рода 1mV  L-подрасслоения в дифференциальной 

окрестности 1-го порядка. 
Используя биекцию (9б), находим соответствующее поле 

нормалей 2-го рода L-подрасслоения 

 


  AVV n
n

def

, K
KVV     (16) 

Далее с помощью объекта }V{ n
  (14) построим тензоры 

}V{ i

  и }V{ i , где 

 







  n

n
iii VV , 0 

iV ; 

 




 i

def

i V
mn

V
1

1
, K

iKi VV  .  (17) 

Полю нормалей 2-го рода }V{ i  (17) в силу биекции (10а) соот-

ветствует поле нормалей 1-го рода }V{ i
n Λ-подрасслоения 

 
i

nj
ij
n

i
n VV A , Ki

nK
i
n

i
n VV  . 

В дифференциальной окрестности 1-го порядка введем 
функции 

 }V,V{V n
i
n

def
a
n

 , }V,V{V i

def

a  ,  (18) 

удовлетворяющие уравнениям 

 
Ka

nK
a
n

a
n VV   (а), K

aKa VV  .  (19) 

Отметим, что геометрические объекты (18) соответствуют 
друг другу в биекции Бомпьяни  Пантази (8). 

4. Для Н-подрасслоения гиперполосного H -распределения 
справедливо предложение, доказанное для гиперплоскостного 
распределения аффинного пространства nA  Э. Д. Алшибая [3]. 

Теорема 1. Однопараметрическому пучку нормалей первого ро-
да ( A),(ν


 ), определенному в данной точке А Н-подрасслоения  

(ε-параметр), в биекции Бомпьяни  Пантази (8б) соответствует 
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однопараметрический пучок параллельных (n-2)-плоскостей (пучок 
нормалей 2-го рода), лежащих в плоскости Н(А). 

Покажем, что аналогичное соответствующее предложение 
имеет место и для L-, Λ-подрасслоений данного H -расп-
ределения пространства nA . Пусть, например, в центре А H -расп-

ределения задан пучок нормалей 1-го рода )}({ n   L-под-
расслоения в смысле Нодена: 

 )()( nnnn
  AA ,  (20) 

где объект }{ n
  задает произвольную инвариантную нормаль 

)A(Nm 1  плоскости L(А). В силу формул (9а) пучку (20) в би-
екции (9б) соответствует пучок нормалей 2-го рода в смысле 
Нордена следующего вида 
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n
n

n
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

A

AAAA
  (21) 

то есть пучок параллельных (n-m-2)-плоскостей, лежащих в 
плоскости )A(L mn 1 . 

Теорема 2. Однопараметрическому пучку нормалей 1-го рода 
(20) L-подрасслоения в биекции Бомпьяни  Пантази соответст-
вует однопараметрический пучок параллельных (n-m-2)-плос-
костей (21) — нормалей 2-го рода Нордена L-подрасслоения. 

Аналогичное утверждение имеет место и для Λ-подрас-
слоения. 

Теорема 3. Однопараметрическому пучку )()( i
n

i
n

i
n

i
n AA   

нормалей 1-го рода в смысле Нордена Λ-подрасслоения в биекции 
Бомпьяни  Пантази соответствует однопараметрический 
пучок параллельных (m-1)-плоскостей ii )(   нормалей  

2-го рода в смысле Нордена Λ-подрасслоения. 
5. Квазитензоры }{ a

nA  (12), }V{ a
n  (19) в общем случае 

функционально независимы и поэтому определяют в дифферен-
циальной окрестности 1-го порядка в каждом центре А однопа-
раметрический пучок нормалей 1-го рода Н-подрасслоения 
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 )()( a
n

a
n

a
n

a
n VV  AV ,  (22) 

которым в биекции (8б) согласно теореме 1 соответствует пучок 
параллельных (n – 2)-плоскостей (нормалей 2-го рода Н-под-
расслоения) 

 aa VV   )( ,  (23) 

где 

 )()( aaaa VV  AV , K
aKa VV  . 

Пучки (22) и (23) порождают пучки нормалей 1-го и 2-го рода 
L-, Λ-подрасслоений в смысле Нордена 

 )()(   nnnn VV  AV ,   VV )( ; 

 )()( i
n

i
n

i
n

i
n VV  AV , ii VV   )( . 

Здесь введены функции 

 )()(   VV  AV , K
K VV  ; 

 )()( iiii VV  AV , K
iKi VV  . 

Теорема 4. Пучки нормалей 1-го рода )V;( a
n

a
nA , 

)V;( nn
A , )V;( i

n
i

nA  и 2-го рода )V;( aaA , )V;( A , )V;( iiA  
Нордена соответственно Н-, L-, Λ-подрасслоений, а также их 
нормализации 

 )V;V( a
a
n , )V;V( n 

 , )V;V( i
i
n  

внутренним инвариантным образом H -распределение порож-
дает в дифференциальной окрестности 1-го порядка. 

 
2. Построение полей геометрических объектов 2-го порядка, 

ассоциированных с оснащенным Н-подрасслоением 
 
1. Пусть Н-подрасслоение оснащено полем нормалей Алши-

бая )( a
nAA


, заданном в окрестности 1-го порядка уравнения-

ми (12а). Продолжение уравнений (12а) с учетом (2) и (3) при-
водит к уравнениям 
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b
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a
nKd AAA ,  (24) 

которым удовлетворяют функции a
nKA  2-го порядка. Распишем 

более подробно (при К = b, К = n) уравнения (24): 

 0 a
n

n
cb

c
n

c
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n
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b
n

a
nb AAA ,  (25) 
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a
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В силу (12а), (25), (6) убеждаемся, что функции 

 
n
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a
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a
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def
a
nbA  AAA   (27) 

удовлетворяют уравнениям 

 
Ka

nbK
a
nb AA  , 

то есть совокупность функций }A{ a
nb  образует тензор 2-го по-

рядка. В общем случае 

 
0 a

nb

def

AdetK , 

что позволяет для тензора }A{ a
nb  ввести обращенный тензор 

}A{ cn
b , удовлетворяющий условиям 

 
a
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a
ncAA  , a

b
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c

c
nbAA  , Kcn

bK
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b AA  .  (28) 

Кроме того, будем считать, что след тензора }A{ a
nb  (27) от-

личен от нуля, то есть 
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1
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
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A
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Дифференциальные уравнения для величин К и H  имеют вид 
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K
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n K)n(Klnd  1 , 
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K
n
nlnd  HH . 

Следовательно, величины К и H  являются относительными 
инвариантами 2-го порядка, а отношение 

 
1

n

K
S

H  
— абсолютный инвариант 2-го порядка 
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K

KSSlnd  .  (29) 

2. В общем случае определитель 
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и след тензора }A{ cn
b  (28) отличен от нуля, то есть 
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Величины K~  и H~  являются относительными инвариантами  
2-го порядка 
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а их отношение 
1


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 есть абсолютный инвариант  

2-го порядка 
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~S~lnd  .  (30) 

Из (29) и (30) следует, что величина 

 S~SS 0 , K
KK )S~S(Slnd 0 , 

— абсолютный инвариант 2-го порядка. 
3. Введем в рассмотрение функции 

 
b
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b

def
a
n AAQ  ,  (31) 

где 
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b
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b
nn AAAA  , c

n
b
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b
nn AA  .  (32) 

Уравнения (32) следуют из (26), (12а) и (13). В силу уравнений 
(28), (32) имеем 

 
Ka

nK
a
n

a
n QQ  .  (33) 

Таким образом, поле квазитензора }Q{ a
n  (33) задает поле нор-

малей 1-го рода Н-подрасслоения в дифференциальной окрестно-
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сти 2-го порядка. Квазитензор }Q{ a
n  (31) для гиперплоскостных 

распределений аффинного пространства введен Э. Д. Алшибая 
[3—4], а для гиперплоскостных распределений проективного 
пространства ранее рассматривался Н. М. Остиану [5]. В силу 

этого поле нормалей Q


 2-го порядка для Н-подрасслоения бу-

дем называть полем нормалей Остиану  Алшибая. Геометри-

ческий смысл нормали Q


 для гиперплоскостного распределе-
ния аффинного пространства найден в работе [3]: «Вдоль кри-

вой, касающейся нормали Q


, нормаль A


(нормаль Алшибая) 
переносится параллельно». 

Функции 

 
b
nn

n
bn AAQ   , b

nn
in
b

i
n AAQ    (34) 

согласно уравнениям (24) удовлетворяют соответственно урав-
нениям 

 
K

nKnn QQ   , Ki
nK

i
n

i
n QQ  .  (35) 

Поля квазитензоров }Q{ n
  и }Q{ i

n  (35) задают соответствен-
но поля нормалей 1-го рода L-, Λ-подрасслоений, которые бу-
дем называть полями нормалей Остиану  Алшибая L-, Λ-под-
расслоений. Квазитензорам (31), (34) в силу биекций Бомпьяни 
 Пантази (8) — (10) соответствуют тензоры 2-го порядка 

 








 




,~Qq

,Qq,Qq

i
j
n

n
iji

n
n

a
b
n

n
aba

A

AA

 
где 

 
K

aKa qq  , K
Kqq   , K

iKi qq  .  (36) 

Поля (36) тензоров }q{ a , }q{  , }q{ i  задают соответственно 
поля нормалей 2-го рода Н-, L-, Λ-подрасслоений в дифферен-
циальной окрестности 2-го порядка, которые назовем полями 
нормалей Остиану  Алшибая 2-го рода. 

Резюмируя, приходим к следующему предложению. 
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Теорема 5. Нормализации Остиану  Алшибая )q;Q( i
i
n , 

)q;Q( n 
 , )q;Q( a

a
n  соответственно Λ-, L-, Н-подрасслоений 

данного H -распределения внутренним образом определены в 
дифференциальной окрестности 2-го порядка. 

4. Пусть теперь H -распределение оснащено полем норма-

лей 1-го рода V


 (19а). Замыкая уравнения (19а), с учетом (2), 
(3), (19а) получим дифференциальные уравнения на функции 

a
nKV  2-го порядка 

 0 a
n

n
bK

b
n

b
n

n
bK

a
n

a
nK VVV . 

Откуда при К = b; К = n находим 

 
a
n

n
сb

с
n

с
n

n
сb

a
n

a
nb VVV  ,  (37) 

 
b
n

n
сn

с
n

a
b

n
bn

a
n

a
nb

a
nn )VVV(V  .  (38) 

Построим тензор 2-го порядка }{ a
nb , компоненты которого 

 
n
cb

c
n

a
n

a
nb

a
nb VVV  ,  (39) 

в силу уравнений (37), (19а), (6), удовлетворяют уравнениям 

 
Ka

nbK
a
nb  .  (40) 

Определитель тензора }{ a
nb  (39) в общем случае отличен от 

нуля 

 
0 a

nbdet)(K . 

Это позволяет вести обращенный ему тензор }{ bn
c , компо-

ненты которого удовлетворяют условиям 

 
a
b

cn
b

a
nc  ; a

b
an
c

c
nb  ;. Kan

bK
an
b  .  (41) 

Введем в рассмотрение функции 2-го порядка 

 
n
cn

c
n

b
n

b
nn

b
nn VVV  , 

дифференциальные уравнения которых согласно (38), (19а), (13) 
имеют вид 

 
Kb

nnK
c
n

b
nc

b
nn  .  (42) 



Ю.И. Попов 

 123 

Наконец, согласно уравнениям (41), (42) убеждаемся, что 
функции 

 b
nn

an
b

a
nP   

образуют квазитензор }P{ a
n  

 
Ka

nK
a
n

a
n PP  .  (43) 

Из (44) следует, что поле квазитензора }P{ a
n  2-го порядка 

задает поле нормалей P


 1-го рода Н-подрасслоения. Геометри-
ческий смысл нормали P


 выясняется в следующей теореме. 

Теорема 6. Вдоль кривой, касающейся нормали P


, нормаль 

V


 переносится параллельно. 

В каждом центре А нормаль 1-го рода )]A(V,A[V


1  плос-

кости Н(А) определяется вектором 

 na
a
n eeVV


 .  (44) 

Найдем Vd


 при смещении центра А вдоль любой кривой 

 
nb

n
b P  ,  (45) 

касающейся нормали P


. Приведем вычисление дифференциала 

Vd


, используя формулы (1), (13), (19а), (40), (42)  (45). Имеем 

 ,~Ve)P(

~Ve)VVV(e)VVV(

~Ve)VVV(

)V)(eeV(

e)VVVVdV(

e)V(e)VdV(

)eeeVeVedV(Vd

a
na

nn
b
n

a
nb

a
nn

bn
b
n

a
n

a
nna

bn
cb

c
n

a
n

a
nb

a
Kn

bK
b
n

a
n

Ka
nK

n
n

n
a

a
nna

a
n

a
n
b

b
n

a
n

a
n

n
n

a
n

a
b

b
n

a
n

n
n
n

n
a

a
na

a
n

a
b

b
n

a
n

n
n
na

a
nn

n
a

a
na

a
b

b
na

a
n



























 

где n
n

n
b

b
nV

~  . Итак, V~Vd


 . 
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6. Функции 

 
b
nn

n
b

def

nP   , b
nn

in
b

def
i
nP    (46) 

удовлетворяют уравнениям 

 
K

nKnn PP   , Ki
nK

i
n

i
n PP  .  (47) 

Следовательно, поля (47) квазитензоров 2-го порядка (46) зада-
ют поля нормалей 1-го рода 1mP  и mnP   соответственно L-,  
Λ-подрасслоений данного H -распределения. Согласно биекции 
Бомпьяни  Пантази (4)—(6) полям нормалей 1-го рода )A(P1 , 

)A(Pm 1 , )A(P mn  соответствуют поля нормалей 2-го рода 
)A(Pn 2 , )A(Pm 1  Н-, L-, Λ-подрасслоений, определяемые поля-

ми квазитензоров }p{ a , }p{  , }p{ i , где 

 ,pp,Pp K
aKaa

b
n

n
aba  A  

 ,pp,Pp K
Kn

n  


 A   (48) 

 
pp,Pp K
iKii

j
n

n
iji  A . 

Теорема 7. Поля инвариантных нормализаций 

 );( i
i

n pP , )p;P( n 
 , )p;P( a

a
n  

соответственно Λ-, L-, Н-подрасслоений H -распределения внут-
ренним образом определены в дифференциальной окрестности  
2-го порядка полями квазитензоров (43), (47) и тензоров (48). 
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Yu. Popov 
 

Fields of geometric objects for H -distribution of affine space 
 
Fields of invariant normalizations in the sense of Norden for the main 

structural subbundles of hyperband distributions in the affine space nA in dif-
ferential neighborhoods of the first and second order are constructed. Ostianu 
 Alshibaya normalizations of Λ-, L-, Н-subbundle of the H -distribution 
are introduced in the second order differential neighborhood. The geometric 

meaning of the first kind normal P


 of the H -distribution is determined: 

normal V


 is parallel transferred along the tangent curve to the normal P


. 
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Делители нуля алгебр 
антициклических и циклических чисел 

 
Целью работы является нахождение делителей нуля алгебр 

1( )mR i  и 
1( )mR e , вычисление первой квадратичной формы 

поверхностей, содержащих все делители нуля их алгебр. 
 

Ключевые слова: делители нуля, алгебра антициклических чи-
сел, алгебра циклических чисел, первая квадратичная форма. 

 

Пусть 

 
 -1 2 1

0 1 2 1 0 1 1 ( )= ... | , ,...,m m
m mR i a a i a i a i a a a R
     

 
— алгебра антициклических чисел, базис которой составляют 
степени 0 1 2 -1  1,  ,  ,...,  mi i i i i  элемента i, который удовлетво-

ряет соотношению 1mi   ; 




