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1 
Продолженные почти квазисасакиевы структуры 

 
Вводится понятие почти квазисасакиева многообра-

зия. Многообразие с почти квазисасакиевой структурой 
является обобщением квазисасакиева многообразия и 
отличается от него тем, что оно почти нормально. 
Сформулирован характеристический признак почти 
квазисасакиева многообразия. Найдены условия, при 
которых почти квазисасакиевы многообразия являются 
квазисасакиевыми многообразиями, в частности тогда и 
только тогда, когда первый и второй структурные эндо-
морфизмы коммутируют. На распределении почти кон-
тактного метрического многообразия определяется про-
долженная почти контактная метрическая структура. Из 
определения продолженной структуры следует, что она 
является квазисасакиевой структурой лишь тогда, когда 
исходная структура является косимплектической с ну-
левым тензором кривизны Схоутена. Доказывается, что 
построенная продолженная почти контактная метриче-
ская структура является структурой почти квазисасаки-
ева многообразия тогда и только тогда, когда тензор 
Схоутена исходного многообразия равен нулю. Находят-
ся соотношения между вторыми структурными эндо-
морфизмами исходной и продолженной структур. 
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Введение 

 
Квазисасакиевы структуры являются обобщающими по 

отношению к сасакиевым и косимплектическим структурам 
[7; 10; 11]. Еще более широкий класс составляют почти ква-
зисасакиевы структуры (AQS-структуры). Начало изучению 
AQS-структур положено в работах [4; 9], где мы ввели поня-
тие почти контактного кэлерова многообразия — почти нор-
мального почти контактного метрического многообразия с за-
мкнутой фундаментальной формой. В настоящей работе почти 
квазисасакиевы структуры возникают в результате уточнения 
понятия почти контактного кэлерова многообразия. 

Многообразие Сасаки представляет собой нормальное кон-
тактное метрическое многообразие. «Нормальность» означает 
выполнение условия  

2 0N d    


, 

где          2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            — 

тензор Нейенхейса структурного эндоморфизма φ. Квазисаса-
киево многообразие — это нормальное почти контактное мет-
рическое многообразие с замкнутой фундаментальной фор-
мой: 0.d   Фундаментальной формой структуры называется 
кососимметрический тензор    , , .X Y g X Y   

Почти контактное кэлерово многообразие — это почти 
нормальное почти контактное метрическое многообразие с 
замкнутой фундаментальной формой: 0.d   Почти контакт-
ная структура названа нами почти нормальной структурой, 
если эндоморфизм φ удовлетворяет условию  

2 * 0.N N d       
  

AQS-структура — это почти контактная кэлерова структу-

ра, удовлетворяющая дополнительному условию:  , 0.d   

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Основные результаты 
 
Рассмотрим почти контактное метрическое многообразие 

M нечетной размерности n = 2m + 1. Пусть  , , , , ,M g D  


 — 

заданная на многообразии M почти контактная метрическая 
структура, где φ — тензор типа (1,1), называемый первым 

структурным эндоморфизмом, 


 и   — вектор и ковектор, 

называемые соответственно структурным вектором и контакт-
ной формой, g — (псевдо)риманова метрика. При этом выпол-
няются следующие условия: 

1) 2 ,I     


  

2)   1,  


 

3)        , , ,g X Y g X Y X Y      

где , ( ).X Y TM  Здесь ( )TM  — модуль гладких векторных 

полей на M. 
Гладкое распределение kerD   называется распределе-

нием почти контактной структуры. 
В качестве следствия условий 1)—3) получаем 

4) 0 
 

, 5) 0   , 6)    ,X g X 


, ( ).X TM  

Кососимметрический тензор    , ,X Y g X Y   называ-

ется фундаментальной формой структуры. Почти контактная 
метрическая структура называется контактной метрической 
структурой, если выполняется равенство .d   Гладкое рас-

пределение ( ),D span  


 ортогональное распределению D, 

называется оснащением распределения D. Имеет место разло-

жение .TM D D   
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Многообразие Сасаки — контактное метрическое прост-
ранство, удовлетворяющее дополнительному условию  

(1) 2 0,N N d      


 

где 

         2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            — 

тензор Нейенхейса эндоморфизма φ. Выполнение условия 
(1) 2 0N N d      


 означает, что пространство Сасаки яв-

ляется нормальным пространством. 
Назовем почти контактное метрическое многообразие по-

чти контактным кэлеровым многообразием, если выполняются 

следующие условия: 0,d   2 * 0.N N d       
  Мно-

гообразие, для которого выполняется условие 

2 * 0N N d       
 , 

названо нами почти нормальным многообразием. Очевидно, 
что почти нормальное почти контактное метрическое много-
образие является нормальным многообразием тогда и только 
тогда, когда * .d d    

Пусть P: TМ → D — проектор, определяемый разложени-

ем .TM D D   Тогда имеет место следующее предложение. 
Предложение 1. Для любого почти контактного метри-

ческого многообразия выполняется следующее равенство: 
(1) .PN N    

Доказательство. 

         (1) 2, ( , , , ,PN X Y P X Y X Y X Y X Y             

         2 , ) , , , ,d X Y P X Y P X Y X Y X Y            


 

           , , , , ,X Y X Y X Y X Y X Y              
 
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         2, , , , ,X Y X Y X Y X Y X Y               

   2 , , .d X Y N X Y    
   

Предложение доказано. Заметим, что из только что дока-
занного предложения следует соотношение 

        (1) , , 2 , , .N X Y N X Y d X Y d X Y        
  

Приведем два простейших примера почти контактных кэ-
леровых многообразий. 

Пример 1. Пусть  5( , , , , ) : 0M x y z u v y    — гладкое 

многообразие размерности 5, оснащенное почти контактной 

метрической структурой  , , , , , .M g D  


 Здесь:  

1) 1 2 3 4, , , ,D e e e e
   

 где 1 1 5,e y   


 2 2 ,e  


 3 3,e  


 

4 4 ,e  


  1 2 3 4 5, , , ,      — естественный базис простран-

ства 5 ,   

2) 5,  


  

3) ,dz ydx     

4) 1 3,e e 
 

 2 4 ,e e 
 

 3 1,e e  
 

 4 2 ,e e  
 

 0, 


  

5) базис  1 2 3 4, , , ,e e e e 
   

 состоит из ортонормированных 

векторов. Непосредственно проверяется, что почти контактное 
метрическое многообразие M не является нормальным, но яв-
ляется почти нормальным многообразием. Действительно, 

(1) 2
1 2 1 2 3 4 3 2 1 4( , ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]N e e e e e e e e e e       
         

 

2
1 22 ( , ) ( ) .d e e           

     
 

С другой стороны, 1 2 3 4( , ) 2 ( , ) 0.N e e d e e   
     
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Для рассматриваемой структуры выполняется равенство  

 , 0,d X  


  .X TM  

Таким образом, d   в рассматриваемом примере явля-

ется допустимым тензорном полем, к которому применима 
внутренняя связность .  При этом 0.   Пусть, далее, ψ — 

эндоморфизм, определяемый равенством    , , .X Y g X Y   

Координатное представление эндоморфизма ψ выглядит сле-

дующим образом: .b bc
a acg   Тем самым для случая много-

образия M след квадрата эндоморфизма ψ является постоян-

ной величиной:  2 .tr const   

Пример 2. В этом примере рассматривается то же самое 
многообразие M с той лишь разницей, что 1 1 5,e yz   


 

.dz yzdx    Однако, в отличие от предыдущего случая, усло-

вие  , 0d   


 не выполняется. Действительно,  

   1 12 , , 0.d e e y        
  

 

Назовем почти контактное метрическое многообразие по-
чти квазисасакиевым многообразием (AQS-многообразием), 
если выполняются следующие условия: 

0,d   2 * 0,N N d       
   , 0.d   


 

Заметим, что из примера 1 следует, что существуют такие 
почти квазисасакиевы многообразия, для которых выполняют-

ся условия: 0,    2 .tr const   При этом равенство 

0   эквивалентно равенству 0.   

Имеет место следующая теорема. 
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Теорема 1. Почти контактная метрическая структура 
является почти квазисасакиевой структурой тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство 

        ,X Y g Y X Y X         
    

   .X Y        

Следующие предложения являются непосредственными 
следствиями теоремы 1. 

Предложение 2. Почти контактная метрическая струк-
тура является квазисасакиевой структурой тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство 

     , ,X Y g AY X Y AX    
  .A     

Предложение 3. Почти квазисасакиево многообразие яв-
ляется квазисасакиевым многообразием тогда и только тог-
да, когда выполняется одно из следующих эквивалентных ус-
ловий: 

1) * ,d d    

2) 0,       

3)    , , ,g X AY g AX Y  .A     

Введем на распределении D почти контактного метриче-
ского многообразия структуру гладкого многообразия следую-
щим образом. Поставим в соответствие каждой адаптированной 

карте ( )K x  [1—3] многообразия M сверхкарту ( , )n aK x x   

на распределении D, полагая, что  

  ( , ),n aK X x x   

где n ax   — координаты допустимого вектора X в базисе 

:n
a a a ne     


 .n a
aX x e


 Задание внутренней связности   

влечет разложение распределения  1
* ,D D   где 
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: D M   — естественная проекция, в прямую сумму вида 

,D HD VD   где VD — вертикальное распределение на то-
тальном пространстве D, HD — горизонтальное распределе-
ние, порождаемое векторными полями  

,n b
a a a n a n bG       


 

где ( , ) ( ) ,a a n a a a n c
b bcG x x x x    a

bc  — коэффициенты внут-

ренней связности. 
Пусть, далее, N: D → D — поле допустимого тензора типа 

(1,1). N-продолженной связностью [5; 6; 8] назовем связность 
в векторном расслоении ( , , ),D M  определяемую разложени-

ем ,TD HD VD    где   ,HD HD Span u 
     ,v

Xu NX 


 

,n  


 ,X D   vNX  — вертикальный лифт. Относительно 

базиса ( , , )a n n a  


 поле u


 получает следующее координат-

ное представление: .a n b
n b n au N x 

   


 Если не оговорено 

противное, будем считать, что N = 0. В этом случае 

 .nHD HD Span     

Формы  

( , , )a n n n a n a n a a n c b
a bcdx dx dx dx x dx           

определяют поле кобазисов, сопряженное к полю базисов  

( , , ).n b n c
a a a n ac n b n n ax 

          


 

Проводя необходимые вычисления, получаем следующие 
структурные уравнения: 

 , 2 ,n d c
a b ba n bad n cx R   

   
 

 

 , ,n d c
a n n ad n cx 

    


 

 , .c
a n b ab n c     

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Всякому векторному полю   ,X TM  заданному на мно-

гообразии M, обычным образом соответствует его горизон-

тальный лифт ,hX  при этом  hX HD  тогда и только то-

гда, когда X — допустимое векторное поле:  .X D  

Справедливость следующей теоремы вытекает из получен-
ных выше структурных уравнений. 

Теорема 2. Пусть   — внутренняя симметричная связ-
ность с тензором кривизны Схоутена R(X,Y)Z. Тогда для всех 

 ,X Y D  и p D


 имеют место следующие равенства: 

    , , , ,
vhh hX Y X Y R X Y p     


 

  , , , ,
h vh hX X P X p        

  
 

 , ,vh v
XX Y Y     

 

, , .
vh hX X        

 
 

Определим на распределении D многообразия Сасаки M 
продолженную почти контактную метрическую структуру 

*( , , , , , ),D J u g D  
   полагая 

( , ) ( , ) ( , ),h h v vg X Y g X Y g X Y    

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,h v v h h vg X Y g X Y g X u g X u   
      

,h vJX X  ,v hJX X   ( ) 0,J u 


 , ( ),X Y D  .h
nu   


 

Легко проверить, что построенная выше структура дей-
ствительно является почти контактной метрической структу-
рой. Разные аспекты геометрии продолженных почти контакт-
ных метрических структур освещались в работах [6; 8]. 
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Теорема 3. Почти контактная метрическая структура 

*( , , , , , ),D J u g D  
   определяемая на распределении D по-

чти контактного метрического многообразия, является AQS-
структурой тогда и только тогда, когда D — распределение 
нулевой кривизны. 

Доказательство. Имеем 

   , , ,h hd X Y d X Y    , 0,v hd X Y   

 , 0,v vd X Y    , 0,hd Z  


  , ,X Y D   .Z TD  

Проверим выполнение следующего условия: 

 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 2 , 0,JX JY J X Y J JX Y J X JY d JX JY u    


 

 , .X Y TM  

Ограничимся случаем ,aX    .bX    Имеем 

 2[ , ] [ , ] [ , ] ,a b a b a b a bJ J J J J J J          
       

 

     22 , , ,a b n a n b a bd J J u J          
   

 

     , , 2 ,n a b a n b n a n bJ J d u            
  

 

.n d c c c n d c
n c c c n cbad ab ab badx R x R  
          

 
 

Справедливость предложения 4 проверяется непосредст-
венно. 

Предложение 4. Пусть   — второй структурный эндо-

морфизм исходной структуры, а   — второй структурный 

эндоморфизм продолженной AQS-структуры. Тогда выполня-
ются следующие соотношения: 

  ,hhX X   0,vX   0.u 
  
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The notion of an almost quasi-Sasakian manifold is introduced. A ma-

nifold with an almost quasi-Sasakian structure is a generalization of a 
quasi-Sasakian manifold; the difference is that an almost quasi-Sasakian 
manifold is almost normal. A characteristic criterion for an almost quasi-
Sasakian manifold is formulated. Conditions are found under which al-
most quasi-Sasakian manifolds are quasi-Sasakian manifolds. In particu-
lar, an almost quasi-Sasakian manifold is a quasi-Sasakian manifold if 
and only if the first and second structure endomorphisms commute. An 
extended almost contact metric structure is defined on the distribution of 
an almost contact metric manifold. It follows from the definition of an 
extended structure that it is a quasi-Sasakian structure only if the original 
structure is cosymplectic with zero Schouten curvature tensor. It is proved 
that the constructed extended almost contact metric structure is the struc-
ture of an almost quasi-Sasakian manifold if and only if the Schouten ten-
sor of the original manifold is equal to zero. Relationships are found be-
tween the second structure endomorphisms of the original and extended 
structures. 

 
Keywords: almost contact metric manifold; internal connection; al-

most quasi-Sasakian manifold; extended almost quasi-Sasakian structure. 
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