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xi 1

q

 +xi+1
1

x
i
q 1

= xi (for any i = 1,n -1), is asymptotically good and moreover it 

reaches the Drinfeld - Vlăduţ bound over the field F
q 2 . 
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СВОЙСТВО ВЗАИМНОСТИ ПОВОРОТНЫХ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ 

ДВУМЕРНЫХ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 

 

А.В. В и н н и к 

 

(Одесский государственный университет) 
 

Полностью исследован вопрос о взаимности поворотных диффеоморфизмов 

[1] двумерных римановых пространств. Доказано, что не существует нетриви-

альных поворотных диффеоморфизмов, обладающих свойством взаимности. 

Определение 1. Диффеоморфизм : V2
V2 называем поворотным, если 

вследствие его каждая геодезическая кривая   из риманова пространства V2
 

становится изопериметрической экстремалью поворота риманова простран-

стваV2. 

Определение 2. Поворотный диффеоморфизм : V2
 V2 обладает свой-

ством взаимности, если обратный диффеоморфизм 1: V2V2
 является пово-

ротным. 

Рассмотрим двумерные римановы пространства V2, V2
 с метрическими тен-

зорами g  и g  соответственно. Пусть gij(x1,x2) (i,j=1,2) - компоненты g  в некото-

рой локальной карте. Для кривой :(t0,t1)  V2 с параметрическими уравнениями 

xh=xh(t) построим векторы h=
dx

dt

h

,  1

h
=th,  2

h
=t 1

h
. Здесь t - оператор кова-

риантного дифференцирования вдоль  относительно метрической связности. 

Определение 3. Кривые, которые являются решениями вариационной изо-

периметрической задачи extrem [],s[]=const с закрепленными концами, будем 

называть изопериметрическими экстремалями поворота (ИЭП). 

В работах [1-5] показано, что кривая риманова пространства является нетри-

виальной ИЭП с постоянной c  только тогда, когда вдоль нее гауссова кривизна 

пространства не равна нулю и пропорциональна с этой постоянной кривизне 

кривой: 

K(x(s))= c k(s),         (1) 

K - гауссова кривизна, k - кривизна , s - длина дуги. 

Обозначим 

s[] =  , dt [] = k s ds( )  
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функционалы длины и поворота кривой. Если V2 E3, то k - геодезическая кри-
визна кривой. Геодезические кривые условимся называть тривиальными экстре-

малями поворота (вдоль них  =0,  1

h
(t)=0 ). 

2. Установим диффеоморфизм : V2
 V2 и потребуем, чтобы он являлся по-

воротным. Выясним, обладает ли  свойством взаимности. Пусть  , - метри-

ческие связности на V2
, V2 и  ij

h

ij

h
,  - соответствующие кристоффели, постро-

енные из метрических тензоров g
ij
,gij  в данной локальной карте. Обозначим че-

рез 

Pij
h

ij
h

ij
h

          (2) 

- тензор афинной деформации, порождённой . Рассмотрим систему уравнений: 

P Pij
h

ij
h

  ,             (3) 

Pij
h

=i j

h
+j i

h
+h

gij ,           (4) 

ji=i(j+
K

K

j
)+K(Ae+1)gij ,       (5) 

P gij

h

i j

h

j i

h h

ij       ,           (6) 

    j i i j

j

ij

K

K
K Ae g  


( ) ( )1 ,        (7) 

где h = -h -2h, (x,)  функции точек области касательного расслоения , ве-

личины i представляют компоненты ковектора. Уравнения (4),(5) представляют 
собой основные уравнения поворотных диффеоморфизмов [6]. 

Тензоры Римана пространств V2
и V2 ( R Rij k

h

ij k

h
, ) вследствие  связаны меж-

ду собой соотношением: 

R R P P P P P Pijk
h

ijk
h

ij k
h

ik j
h

aj
h

ik
a

ak
h

ij
a

    , , 3 3 .   (8) 

Вследствие уравнений (4),(5) и того, что в двумерных римановых простран-
ствах тензор кривизны имеет специальный вид: 

R K g gij k
h

j
h

ik k
h

ij ( )  , 

(8) принимает вид: 

Kgij + i, j +3ij-gij(-21+a K

K
a +(3ji-2ij))=0,  (9) 

где 1=ii- первый дифференциальный параметр Бельтрами. Из (9) имеем 

kj=jk , если j=0 , то 

j=j .              (10) 
Легко видеть, что 

ji=ij .     (11) 
Подставляем (11) в (9) , выполняем необходимые преобразования и получа-

ем выражение g
ij
 через gij  : 

g
ij
=

1

k
[ gij(-21+K(Ae+2)-K(Ae+1))++ij(-32-4+2-)].    (12) 
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Затем возвращаем g
ij
 в преобразованную формулу (9) и после некоторого числа 

элементарных преобразований : 

igkjB+kgijC+jgikD+ijkE+ijk=0,  (13) 

где E-const, B,C,D-функции от . Из (13) следует, что: 

1) B=D , либо 2) igkj=jgki , =const. 

Исследуем (13) в случае 1), тогда проальтернировав (13) по i,j и домножив на 

k, получим : 

(B-C)(jgik-kgij)+ijk-ikj=0,   (14) 

(B-C)(ij-1gij)+kijk-1ij=0.      (15) 

Проальтернируем (15) по i,j, тогда : 

ij=ji , i=i , =const. 

Возвращая i в (14), получаем: 

1gij=ij.           (16) 

Так как метрика g-невырожденна, то =const. Итак, доказана 

Теорема. Поворотный диффеоморфизм : V2
 V2 обладает свойством вза-

имности тогда и только тогда, когда  является тривиальным поворотным диф-

феоморфизмом, т. е. геодезическим. 
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A.V. V I N N I K 

 

THE PROPERTY OF RECIPROCITY OF ROTARY DIFFEOMORPHISMS OF 

TWO DIMENTIONAL RIEMANNIAN SPACES 

 

In this article the question about reciprocity of rotary diffeomorphisms [1] of two - 

dimensional Riemannian spaces has been completely investigated. These diffeomor-

phisms are characterized by that it transfer the geodesic curves onto the isoperimetric 
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extremals of rotation (I.E.R) (along I.E.R. geodesic curvature is proportional to Gauss-

ian curvature). It has been proved that only trivial rotary diffeomorphisms (geodesic 

diffeomorphisms) have a property of reciprocity. 
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ДВОЙСТВЕННЫЙ ОБРАЗ РЕГУЛЯРНОЙ ГИПЕРПОЛОСЫ SHm 

 

С.Ю.В о л к о в а  

 

(Калининградское ВВМУ) 

 

Продолжается изучение регулярных касательно (r,l)-оснащенных гиперполос 

SHm [1]. Показано, что в дифференциальной окрестности 2-го порядка регуляр-

ная гиперполоса SHm индуцирует проективное пространство  Pn (Vm), двой-

ственное исходному  Pn(Vm) относительно некоторого инволютивного преобра-

зования  J, порождаемого гиперполосой SHm. Введен в рассмотрение двойствен-

ный образ гиперполосы SHm  относительно преобразования J-нормально (l,r)-

кооснащенная гиперполоса SH m. Дано задание гиперполосы  SH m и описана ее 

геометрическая структура. 

Во всей работе используются обозначения работ [1], [2], а также следующая 

схема индексов: 

J,K,L,...=1, n ;  p,q,r,s,t,...=1, r ;  i,j,k,l,...= r m 1, ; J K n, , 0 ; 

,,,...= m n 1 1, ;  ,  ,  ,    m n1 ; u,v,w,...= r n 1 1, ; 

 ,  ,  , ... ,u v w r n  1 ;  ,  ,  ,A B C r 1 ,  m + 1, n ; a,b,c=1, m , n. 

1. Регулярная гиперполоса Hm называется касательно (r,l)-оснащенной, если 

ее базисная поверхность  Vm несет двухкомпонентную сопряженную систему 

(,L) распределений касательных r-плоскостей  =(А)  и касательных l-плос-

костей    L=L(A)(r+l=m)  [1] таких, что в каждой точке АVm: 

 [,L]=Tm, (A)L(A)=A,     (1.1) 

где Tm - касательная гиперплоскость к Vm
  в точке А. Такие гиперполосы будем 

обозначать SHm. Известно [1], что в репере 1-го порядка  R1={AJ} гиперполоса 

SHm задается уравнениями (соответствующие замыкания не выписываются): 
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где 


