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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ НАПРАВЛЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ, 
АССОЦИИРОВАННЫХ С КОМПЛЕКСОМ 

ГИПЕРКВАДРИК 
 

Вводится понятие характеристических направлений 
дифференцируемых отображений, ассоциированных с 
комплексом (n-параметрическим семейством) цен-
тральных невырожденных гиперквадрик в аффинном 
пространстве по аналогии с соответствующими направ-
лениями точечных отображений. При помощи понятий 
геометрического касания кривых второго порядка и 
инфлексионной кривой дана геометрическая характе-
ристика введенным направлениям. 

 
Исследуется локальное дифференцируемое отображение 

( )qRqACf n ∈∈ : , где C  — центр гиперквадрики q , отне-
сённой к реперу 0R , построенному в работе [1], ( )qR  — про-
странство гиперквадрик q  n -мерного аффинного пространст-
ва nA . Система дифференциальных уравнений отображения 
f  совпадает с системой дифференциальных уравнений ком-

плекса nK : γ
αβγαβ ωΛ=∇a ( )n,,..., 1=βα . 

Известно [2], что геометрический объект 
{ }αβγδαβγαβ ΛΛ=Γ ,,a2  является фундаментальным объектом 

второго порядка отображения f . 
Пусть V  — многообразие в nA , содержащее точку C . 

Обозначим [ ]V  конус, состоящий из прямых связки { }C , кото-
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рые имеют с многообразием V  не менее двух общих точек 
или касаются его в точке C ; далее, пусть 21 ϕϕψ ,,,fa = , где 

21 ϕϕψ ,,,f  — отображения, рассмотренные в работе [2],  

aJ  — индикатриса [1] отображения a . 
Определение. Конус [ ]aa J=χ  называется a -характерис-

тическим конусом, а определяемые им направления — a -ха-
рактеристическими направлениями. 

Пусть nARL →1:  — кривая в nA  и ( ) CL =0 . Зададим кри-
вую L  системой дифференциальных уравнений 

 dtααω Λ= ,  (1) 

где 1Rt∈ . Продолжая систему (1), получим: 

 dtM αα =Λ∇ ,  (2) 
 dtNM αα =∇ .  (3) 

В координатной форме отображения L , ψ , 1ϕ  и 2ϕ  имеют 
соответственно вид: 

 3
2
1 2 ++Λ= tMtX ααα ,  (4) 

 3
2
10

+Λ+Λ+= δγ
αβγδ

γ
αβγαβαβ XXXaa ,  (5) 

 3
0

+Λ−−= γβ
αβγ

β
αβα XXXaa ,  (6) 

 3
0

+Λ+= γβ
αβγ

β
αβα XXXaH ,  (7) 

где символ l  означает совокупность членов порядка малости 
lp ≥  относительно приращений координат точки области опре-

деления. Отображение f  будет задаваться уравнениями (5) и (6). 
Уравнения касательных к отображениям ψ , 1ϕ  и 2ϕ  дроб-

нолинейных отображений ( )µψ PK , ( )µφ QK
1

 и ( )µφ SK
2

 имеют 
соответственно вид: 
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 µ
µ

γ
αβγ

αβαβ XP
X

aa
−

Λ
+=

1

0
,  (8) 

 µ
µ

β
αβ

α XQ
Xaa

−
−=

1

0

,  (9) 

 µ
µ

β
αβ

α XS
XaH

−
=

1

0

,  (10) 

где тензоры µP , µQ  и µS  определяют гиперплоскости ( )µPH , 
( )µQH  и ( )µSH , задаваемые соответственно уравнениями: 

01=−α
α XP , 01=−µ

µ XQ  и 01=−µ
µ XS . 

Уравнения касательных к отображению f  дробнолиней-
ных отображений ( )µPK f  имеют вид (8), (9) при µµ QP = , т. е. 
при совпадении гиперплоскостей ( )µPH  и ( )µQH . 

Теорема 1. Направление, определяемое в точке C  кривой 
L , будет a -характеристическим тогда и только тогда, ко-
гда кривые La   и ( ) LPKa µ  имеют в элементе ( )Ca  геомет-
рическое касание второго порядка [3]. 

Доказательство. Проведём доказательство для отображе-
ния f , так как для отображений ψ , 1ϕ  и 2ϕ  оно аналогично. 
Для кривых L , заданных уравнением (4), определяющих f -ха-
рактеристическое направление, из уравнений алгебраического 
многообразия fJ  [1] 

 02 =Λ−Λ γ
αβγ

δγ
αβγδ XXX ,  (11) 

 0
0

=−Λ β
αβ

γβ
αβγ XaXX   (12) 

получаем: 
 mγαβγ

δγ
αβγδ ΛΛ=ΛΛΛ 2 ,  (13) 

 ma β
αβ

γβ
αβγ Λ=ΛΛΛ

0
.  (14) 
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Кривые Lf   и ( ) LPK f µ  представляются, соответствен-
но, в виде: 

 ( ) 3
2
1 2

0
+Λ+ΛΛΛ+ΛΛ+= tMtaa αβγ

γδγ
αβγδ

γ
αβγαβαβ ,  (15) 

 ( ) 32
2
1 2

0
+ΛΛΛ+−Λ−= tMataa γβ

αβγ
β

αβ
β

αβα ,  (16) 

 ( ) 32
2
1 2

0
+ΛΛΛ+Λ+ΛΛ+= tPMtaa δγ

δαβγ
γ

αβγ
γ

αβγαβαβ , (17) 

 ( ) 32
2
1 2

00
+ΛΛ+−Λ−= tPMataa γ

γ
ββ

αβ
β

αβα .  (18) 

Эти кривые имеют касание второго порядка при условиях 

 ( ) γ
αβγ

δ
δ

δγ
αβγδ ΛΛ−=ΛΛΛ kXP2 ,  (19) 

 ( ) αβ
βγ

γ
γβ

αβγ

0
akP Λ−Λ=ΛΛΛ ,  (20) 

которые при mPk −Λ= δ
δ  принимают соответственно вид (13) 

и (14). Теорема доказана. 
Теорема показывает, что введённые здесь a -характеристи-

ческие направления играют для отображения a  такую же 
роль, какую в теории точечных отображений [4] играют ха-
рактеристические направления. 

Другим свойством введённых направлений, которое ука-
зывает на аналогию с теорией точечных отображений, являет-
ся следующее. Можно показать, что f -характеристическим 
прямым при отображении f  соответствуют одномерные мно-
гообразия гиперквадрик, у которых характеристические мно-
гообразия рангов 1 и 2 [5] совпадают. 

Понятие характеристических направлений связано с поня-
тием инфлексионной точки кривой [4]. Кривую, имеющую 
инфлексионную точку, будем называть кривой, инфлексион-
ной в этой точке. При построении теории отображений про-
странств фигур, отличных от точки исходного пространства, 
возникает необходимость обобщить последнее понятие для 
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пространств рассматриваемых фигур. В работе [6] даётся ва-
риант такого обобщения для пространства гиперквадрик. 

Определение. Кривая L~  в пространстве ( )qR  называет-
ся инфлексионной в фиксированной гиперквадрике, если ха-
рактеристические многообразия второго и первого рангов [5] 
кривой L~  для этой гиперквадрики совпадают. 

Найдём аналитические условия, характеризующие инфлек-
сионные кривые в ( )qR . Кривая ( )qRRL →1:~  задаётся систе-
мой уравнений: 
 θαα Λ=∆a , θαβαβ Λ=∇a ,  (21) 

где dt=θ , 1Rt ∈ , β
αβα ωaa −=∆ . 

Продолжая систему (21) два раза, получим: 
 θαα M=∆Λ , θαβαβ M=Λ∇ ,  (22) 

 θαα NM =∆ , θαβαβ NM =∇ ,  (23) 

где β
αβαα ωΛ+Λ∇=∆Λ , β

αβαα ωMMM +∇=∆ . 

Характеристическое многообразие ранга один кривой L~  
[5] задаётся следующей системой уравнений: 

 02 =Λ+Λ α
α

βα
αβ XXX .  (24) 

Система, состоящая из уравнений (24) и системы урав-
нений 

 02 =+ α
α

βα
αβ XMXXM ,  (25) 

задаёт характеристическое многообразие ранга два кривой L~ . 
Для инфлексионности кривой L~  необходимо и достаточно 

выполнение следующих условий: 
 αβαβ Λ= kM , αα Λ= kM .  (26) 

Условия (26) являются аналогом условий инфлексионно-
сти кривой в nP  и nA  [3]. 
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Степенной ряд для кривой nACRtL ∈→∈ 1:  в репере 0R  
имеет вид (4). 

Для кривой ( )qRqRtL ∈→∈ 1:~  соответствующий ряд за-
писывается в следующем виде: 

 3
2
1 2

0
++Λ+= tMtaa αβαβαβαβ ,  (27) 

 3
2
1 2 ++Λ= tMta ααα .  (28) 

Так как в рассматриваемом случае существуют приведён-
ные миноры αβa , то 

 3
2
1 2

0
++Λ+






= tMtaa αβαβ

αβ
αβ ,  (29) 

где 

 γδ

βδαγ
αβ Λ














−=Λ

00
aa ,  (30) 

 γεζδ

εζβδαγ

γδ

βδαγ
αβ ΛΛ






















+














−=

00000
2 aaaMaaM .  (31) 

Из формул (26), (28) и (29) следует, что 

 β
αβα Λ−=Λ

0
a ,  (32) 

 ( ) αβ
βγ

γ
β

α

0
2 aMM ΛΛ+−= .  (33) 

Последние соотношения дают возможность получить не-
обходимые и достаточные условия инфлексионности кривой 
L~  в следующей форме: 

 αβ
β

αα ΛΛ−Λ= 2kM ,  (34) 

 αβαβ Λ= kM .  (35) 
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Теорема 2. Направление, определяемое в точке C  инфлек-
сионной в ней кривой nARL →1: , будет f-характеристиче-
ским в том и только том случае, если кривая 

( )qRRLfL →= 1:~
  является кривой, инфлексионной в эле-

менте ( )Cf . 

Доказательство. Пусть кривые L  и L~  задаются соответ-
ственно уравнениями (4) и (27), (28). Тогда из уравнений (5) и 
(6) получаем: 

 γ
αβγαβ ΛΛ=Λ , γ

αβγ
δγ

αβγδαβ MM Λ+ΛΛΛ= ,  (36) 

 β
αβα Λ−=Λ

0
a , γβ

αβγ
β

αβα ΛΛΛ−−= MaM
0

.  (37) 

Если прямая, определяемая тензором αΛ , лежит на f-ха-
рактеристическом конусе fχ , то имеем: 

 mγαβγ
δγ

αβγδ ΛΛ=ΛΛΛ 2 ,  (38) 

 ma β
αβ

γβ
αβγ Λ=ΛΛΛ

0
.  (39) 

В работе [7] профессором В. В. Рыжковым доказано, что 
для инфлексионности кривой L  необходимо и достаточно вы-
полнение следующих условий: 

 αα Λ= mM .  (40) 
Тогда условия (34), (35) или (26) инфлексионности кривой 

LfL =
~  выполняются в том и только том случае, если спра-

ведливы соотношения (38) и (39). Теорема доказана. 
Из этой теоремы также следует, что понятие f-характери-

стических направлений является обобщением понятия харак-
теристических направлений точечных отображений в смысле 
В. В. Рыжкова [4] для отображения ( )qRAf n →: . 

Аналогичные построения можно провести для отображе-
ний ψ , 1ϕ  и 2ϕ . 
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THE CHARACTERISTIC DIRECTIONS 
OF THE DIFFERENTIATED DISPLAYS, 

ASSOCIATED WITH COMPLEX OF HYPERQUADRICS 
 

The concept of characteristic directions of the differentiated 
displays associated with a complex ( n -parametrical family) of cen-
tral non-degenerate hyperquadrics in affine space by analogy to 
corresponding directions of dot displays is entered. By means of 
concepts of a geometrical contact of curves of the second order and 
inflexional curve gives the geometrical characteristic to the entered 
directions. 




