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Связности 1-го и 2-го порядков 
на центропроективных многообразиях 

 
Работа посвящена центропроективным многообразиям, 

связностям на них и геометрическим объектам, описывающим 
эти связности. Определяется центропроективное многообра-

зие nW , даются его структурные уравнения, вводятся понятия 

голономного H
nW , полуголономного S

nW  и неголономного 
N

nW  многообразий, а также главных расслоений центропро-

ективных кореперов 1-го )(WC n
1  и 2-го )(WC n

2  порядков. 

Задаются фундаментально-групповые связности в этих рас-
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слоениях, вводятся объекты кривизны и кручения центропро-
ективных связностей 1-го и 2-го порядков и формулируются 
утверждения, касающиеся тензорности этих объектов. Объект 
кручения 2-го порядка центропроективной связности 2-го по-
рядка построен по аналогии с объектом кручения 1-го порядка. 
 
Ключевые слова: центропроективное многообразие, голоном-

ность, полуголономность, неголономность, главное расслоение цен-
тропроективных кореперов, центропроективная связность, кривизна 
и кручение центропроективной связности 1-го и 2-го порядков. 

 
1. Центропроективные многообразия. Рассмотрим n-мер-

ное гладкое многообразие nV , в каждой точке nVA  имеется 

касательное векторное пространство nT  размерности n. Наде-
лим его структурой аффинного пространства с центром A, до-
полним его несобственной гиперплоскостью 1nL , результат 

обозначим 
nP . Расширим действие линейной группы GL(n) 

до действия коаффинной группы (n)GA  в 
nP , которое станет 

центропроективным пространством. Выполним аналогичные 
построения с касательными пространствами высших поряд-
ков. Результат назовем центропроективным многообразием 

nW  [1]. 

Отнесем некоторое центропроективное пространство 
nP  к 

подвижному реперу  IA,A , тогда для смещения точки A имеем 

 I
IdA = ωA+ω A   ... 1,I,J, = n ,  (1) 

где ω , Iω  — линейные дифференциальные формы. Имеет 

место цепочка эквивалентностей constA     Aω=Ad     

  0=Aω I
I    0=ωI . Вполне интегрируемость последней 

системы эквивалентна уравнениям 

 I J I
Jdω = ω ω .  (2) 



К. К. Хабазня 

155 

Для продолжения уравнения (1) необходимо выполнение 
структурного уравнения 

 I
Idω= ω ω .  (3) 

Продолжая уравнения (2) и (3), приходим к уравнениям 

 I K I K I
J J K JKdω = ω ω +ω ω  , J J

I I J IJdω = ω ω +ω ω  , (4) 

причем 

 0I J K
JKω ω ω =  , 0I J

IJω ω ω =  ,  (5) 

что равносильно [2] 

 
LI

JKL
I
JK ωλ=ω ,   0=λ I

LJK ,   0=λ I
JKL ;  

 
K

IJKIJ ωλ=ω ,   0=λ KIJ ,   0=λ IJK . 

Продолжая структурные уравнения (4), получим 
I
JKL

LL
K

I
JL

L
J

I
LK

I
L

L
JK

I
JK ωω+ωωωωωω=dω  , 

 K K K K
IJ IJ K IK J KJ I IJKdω = ω ω ω ω ω ω +ω ω      ,  (6) 

причем  
MI

JKLM
I

KLJ ωλ=ω ,  
L

IJKLJKI ωλ=ω . 

Если справедливы уравнения   0=ω I
JK ,   0=ω IJ , то есть 

формы I
JKω  и IJω  симметричны по нижним индексам (доста-

точные, но не необходимые условия для справедливости ра-
венств (5)), тогда многообразие nW  называется голономным и 

обозначается H
nW . В случае, когда 

  
I I L

JKLJKω = λ ω ,  
K

IJKIJω = λ ω    0I
JKω  ,   0IJω  ,  (7) 

где «  » означает сравнимость по модулю базисных форм Iω , 
многообразие называется полуголономным и обозначается 

S
nW . В общем случае, когда  

LI
JKL

I
JK ωλω  ,  

K
IJKIJ ωλω  , 

многообразие называется неголономным [1] и обозначается 
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N
nW . Заметим, что невыполнение дифференциальных сравне-

ний (7) означает, что структурные уравнения (4) получены не 
в результате продолжения структурных уравнений (2) и (3). 

Уравнения (2) и (4) являются структурными для расслое-
ния с базой nW , типовым слоем — коаффинной группой 

(n)GA , называемого главным расслоением центропроектив-

ных кореперов 1-го порядка )(WC n
1 . Аналогичным образом 

определяется главное расслоение центропроективных корепе-

ров 2-го порядка )(WC n
2 , для него структурными будут урав-

нения (2), (4) и (6). 
 
2. Центропроективная связность 1-го порядка. Фунда-

ментально-групповая связность в главном расслоении центро-

проективных кореперов 1-го порядка )(WC n
1  задается с по-

мощью форм 

 I I I K
J J JKω = ω Γ ω , J

I I IJω = ω Γ ω .  (8) 

Дифференцируя эти формы внешним образом, получим 

  MLI
KM

K
JL

I
JK

I
JK

KI
K

K
J

I
J ωωΓΓω+ΔΓω+ωω=ωd  ~~~ ,  

  KJ
LK

L
IJIJK

K
IJIJ

J
J

J
II ωωΓΓω+ωΓ+ΔΓω+ωω=ωd  ~~~ , 

где дифференциальный оператор Δ  действует следующим 
образом:  

I
L

L
JK

L
J

I
LK

L
K

I
JL

I
JK

I
JK ωΓ+ωΓωΓdΓ=ΔΓ  . 

Центропроективная связность в расслоении центропроек-

тивных кореперов )(WC n
1  задается полем объекта 

 IJ
I
JK Γ,Γ=Γ 1  на базе nW : 

 I I I L
JK JK JKLΔΓ +ω = Γ ω , K K

IJ IJ K IJ IJKΔΓ + Γ ω +ω = Γ ω .  (9) 
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Структурные уравнения форм центропроективной связно-
сти запишутся в виде 

 I K I I K L
J J K JKLdω = ω ω + R ω ω    ,  

 J J K
I I J IJKdω = ω ω + R ω ω    , 

где  IJK
I
JKL R,R=R1  — объект кривизны центропроективной 

связности 1Γ , компоненты которого выражаются по форму-
лам 

  
I I M I
JKL J[K ML]J KLR = Γ Γ Γ ,  

L
IJK I[J LK]I JKR = Γ Γ Γ .  (10) 

Продолжая уравнения (10), получим 

 I I M I M M I I I M
JKL JM KL MK JL JK ML JKL JKLMΔΓ Γ ω Γ ω + Γ ω +ω = Γ ω  ,  (11) 

L
IJKLIJKL

L
IJKLK

L
IJ

L
IKLJ

L
JKILIJK ωΓ=ω+ωΓ+ωΓ+ωΓωΓΔΓ  . 

Учитывая уравнения (9, 11) и применяя оператор Δ  к вы-
ражениям (10), получим 

    0 I
KLJ

M
KL

I
JM

I
JKL ω+ωΓΔR ,  

    0 JKI
L
JKILL

L
IJKIJK ω+ωΓωR+ΔR . 

В случае полуголономности многообразия nW    0I
JKω , 

  0I
KLJω  и   0JKIω . Если многообразие nW  голономно, то 

эти сравнения становятся равенствами, значит, в обоих случаях 

0I
JKLΔR , 0L

L
IJKIJK ωR+ΔR . 

Ввиду этого не будем выделять особый голономный слу-
чай, то есть при употреблении в дальнейшем понятия полуго-
лономного многообразия подразумевается, что оно включает 
голономное многообразие. 

Теорема 1. Объект кривизны 1R  центропроективной 

связности 1Γ  на неголономном многообразии N
nW  образует 
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(см.: [1]) геометрический объект лишь вместе с объектом 
1Γ , на полуголономном многообразии S

nW  объект 1R  — тен-

зор, содержащий подтензор аффинной кривизны [3]. 
Внесем формы (8) в уравнения (2) и (3): 

KJI
JK

I
J

JI ωωS+ωω=dω  ~ , JI
IJI

I ωωS+ωω=dω  ~ , 

где  
I
JK

I
JK Γ=S ,  IJIJ Γ=S . Объект  IJ

I
JK S,S=S 1  называется 

объектом кручения [4] центропроективной связности 1-го 
порядка 1Γ . 

Проальтернируем дифференциальные сравнения (9): 

  0I
JK

I
JK ω+ΔS ,   0IJK

K
IJIJ ω+ωS+ΔS . 

В полуголономном случае, когда   0I
JKω ,   0IJω , имеем  

0I
JKΔS , 0K

K
IJIJ ωS+ΔS . 

Теорема 2. Объект кручения центропроективной связно-
сти 1Γ  на неголономном многообразии N

nW  не образует 

тензор [1], на полуголономном многообразии S
nW  объект кру-

чения 1S  — тензор, содержащий подтензор кручения I
JKS  

аффинной подсвязности 1-го порядка [1; 3]. 
 
3. Центропроективная связность 2-го порядка. Фунда-

ментально-групповая связность в главном расслоении центро-
проективных кореперов 2-го порядка )(WC n

2  задается с по-
мощью форм (8) и следующих: 

 I I I L
JK JK JKLω = ω L ω , K

IJ IJ IJKω = ω L ω .  (12) 

Дифференцируя их, получим 

 
  ,

~~~~~~~

MLI
NM

N
JKL

N
KM

I
JNL

N
JM

I
NKL

I
JKL

I
JM

M
KL

I
MK

M
JL

M
JK

I
ML

I
JKL

L

L
K

I
JL

L
J

I
LK

I
L

L
JK

I
JK

ωωΓLΓL+ΓL+

ω+ωΓ+ωΓ+ωΓΔLω+

ωωωωωω=ωd
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  .

~~~~~~~

LKM
ILMJK

M
JLIMKML

M
IJK

IJK
L
IJLKLJ

L
IKIL

L
JKL

L
IJKIJK

K

K
IKJ

K
JIKK

K
IJIJ

ωωΓLΓLΓL

ω+ωΓωΓ+ωΓ+ωL+ΔLω+

ωωωωωω=ωd







 

Центропроективная связность 2-го порядка в расслоении 

центропроективных реперов )(WC n
2  задается полем объекта 

 IJK
I
JKL L,L,Γ=Γ 12  на базе nW , причем 

MI
JKLM

I
JKL

I
JM

M
KL

I
MK

M
JL

M
JK

I
ML

I
JKL ωL=ω+ωΓ+ωΓ+ωΓΔL  , 

 L L L
IJK IJK L JK IL IK LJΔL + L ω + Γ ω + Γ ω    (13) 

L
IJKLIJK

L
IJLK ωL=ω+ωΓ . 

Структурные уравнения форм (12) запишутся в виде 

MLI
JKLM

L
K

I
JL

L
J

I
LK

I
L

L
JK

I
JK ωωR+ωωωωωω=ωd  ~~~~~~~ ,  

LK
IJKL

K
IKJ

K
JIKK

K
IJIJ ωωR+ωωωωωω=ωd  ~~~~~~~ , 

где  IJKL
I
JKLM R,R,R=R 12  — объект кривизны центропроек-

тивной связности 2Γ , компоненты 2-го порядка которого вы-
ражаются по формулам 

 
N
KM]

I
JN[L

N
JM]

I
NK[L

I
NM]

N
JK[L

I
LMJK

I
JKLM ΓL+ΓL+ΓLL=R  , 

 
M
IL]MJ[K

M
JL]IM[KML]

M
IJ[KKLIJIJKL ΓL+ΓL+ΓLL=R  . 

Продолжая уравнения (13), получим 

0,





I
JKLM

I
JNM

N
KL

I
JN

N
KLM

I
NKM

N
JL

I
NK

N
JLM

N
JKM

I
NL

N
JK

I
NLM

N
KM

I
JNL

N
JM

I
NKL

I
NM

N
JKL

N
LM

I
JKN

I
JKLM

ω+ωΓ+ωΓ+

ωΓ+ωΓ+ωΓωΓ

ωLωLωL+ωLΔL
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0.

M M M M
IJKL IJM KL IMK JL MJK IL MKL IJ

M M M M
JKL IM IKL MJ IJK ML JK IML

M M M
IK MJL MK IJL IJKL M IJKL

ΔL L ω L ω L ω Γ ω +

Γ ω + Γ ω + L ω + Γ ω +

Γ ω Γ ω + L ω +ω

   



  

 (14) 

Учитывая уравнения (9, 13, 14), имеем 

    0,


I

LMJK
N
LM

I
JKN

I
JN

N
KLM

I
NK

N
JLM

N
JK

I
NLM

I
JKLM

ω+ωL

ωR+ωR+ωRΔR
 

 
    0.

M M M
IJKL MKL IJ JKL IM IKL MJ

M M
IJKL M IJM KL IJ KL

ΔR R ω + R ω + R ω +

R ω L ω +ω



  
  (15) 

В случае полуголономности многообразия nW    0I
JKω , 

  0I
LMJKω  и   0KLIJω , а значит, дифференциальные урав-

нения (15) упростятся: 

0 I
JN

N
KLM

I
NK

N
JLM

N
JK

I
NLM

I
JKLM ωR+ωR+ωRΔR , 

0 M
M
IJKLMJ

M
IKLIM

M
JKL

M
IJMKLIJKL ωR+ωR+ωR+ωRΔR . 

Теорема 3. Объект центропроективной кривизны 2-го по-

рядка 2R  на неголономном центропроективном многообра-

зии N
nW  образует квазитензор лишь в совокупности с объек-

том центропроективной связности 2-го порядка 2Γ , на по-

луголономном многообразии S
nW  объект кривизны 2R  — 

тензор (ср.: [3]). 

По аналогии с объектом кручения 1S  для связности 1-го 

порядка 1Γ  введем объект кручения 2S  центропроективной 

связности 2-го порядка 2Γ , который при обращении в нуль 
дает выражения частично альтернированных компонент объ-
екта связности 2-го порядка через компоненты объекта связ-



К. К. Хабазня 

161 

ности 1-го порядка в случае полуголономного S
nW  и голоном-

ного H
nW  многообразий. Для этого внесем формы (8) и (12) в 

уравнения (4): 

,~

~~~~

LKI
JKL

I
JK

K

MK
J

I
KM

I
K

LK
JL

I
K

K
J

I
J

ωωS+ωω

+ωωΓ+ωωΓ+ωω=dω




 

,~

~~~~

KJ
IJKIJ

J

J
KJ

IK
LJ

IJLJ
J
II

ωωS+ωω

+ωωΓ+ωωΓ+ωω=dω




 

где  
I
ML]

M
J[K

I
KLJ

I
JKL ΓΓ+L=S ,   LK]

L
I[JJKIIJK ΓΓ+L=S . Объект 

 IJK
I
JKL S,S,S=S 12  назовем объектом кручения центропроек-

тивной связности 2-го порядка 2Γ . Учитывая при примене-
нии оператора Δ  уравнения (9) и (13), имеем 

  0I
KLJ

I
JM

M
KL

I
JKL ω +ω S+ΔS ,  

  0JKIL
L
IJKIL

L
JKIJK ω +ω S+ω S+ΔS . 

В полуголономном случае, когда   0I
KLJω  и   0JKIω , 

получаем 

0I
JM

M
KL

I
JKL ω S+ΔS , 0L

L
IJKIL

L
JKIJK ω S+ω S+ΔS . 

Теорема 4. Объект кручения 2-го порядка 2S  центропро-

ективной связности 2Γ  на неголономном многообразии N
nW  

не является тензором, на полуголономном многообразии S
nW  

объект кручения 2S  — тензор, содержащий подтензор [5] 

кручения 2-го порядка  I
JKL

I
JK S,S  аффинной подсвязности 2-го 

порядка, задаваемой подобъектом  I
JKL

I
JK L,Γ . 
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K. Khabaznia 

 
Connections of first and second order 

on centroprojective manifolds 
 
The work is dedicated to centroprojective manifolds, connections on 

them and geometric objects that describe these connections. Definition of 

centroprojective manifold nW , its structure equations are given, notions 

of holonomic H
nW , semiholonomic S

nW  and nonholonomic N
nW  mani-

folds as well as the notion of principal bundles of centroprojective 

coframes of first )(WC n
1  and second )(WC n

2  orders are entered. Fun-

damental-group connections in these bundles are determined, objects of 
curvature and torsion of centroprojective connections of first and second 
orders are entered then, and prepositions about whether these objects are 
tensors or not are formulated. Second order torsion object of centroprojec-
tive connection of second order are built by analogy with the torsion ob-
ject of first order. 




