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УПРУГИЙ УДАР ТЕЛА О НАКЛОННУЮ ПОВЕРХНОСТЬ 

 
Экспериментально определен коэффициент восстановления при 

ударе шара о неподвижную наклонную поверхность. Показано, что коэф-
фициент восстановления является функцией угла наклона. 

 
The restoration factor is experimentally defined at blow of ball about a 

motionless oblique surface. It is shown that the restoration factor is function 
of an angle of slope. 
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Ударные явления свойственны работе различных машин и меха-

низмов, являются частью технологических процессов или аварийных 
ситуаций. Большинство таких задач могут быть исследованы в соответ-
ствии с теорией удара Ньютона [1—5]. 

Известно [5], что плоская задача удара тела о шероховатую поверх-
ность при точечном контакте тела с поверхностью имеет аналитическое 
решение в пределах теории удара Ньютона. Для этого случая коррект-
но находятся ударный импульс реакции поверхности удара и скорость 
тела после удара. Для наклонных поверхностей принимается гипотеза 
Рауса о том, что при ударе трение сводится к сухому трению с коэф-
фициентом трения, определяемым обычными общепринятыми спосо-
бами [1—5]. 

В работе [5] показано, что тип удара или характер движения точки 
соприкосновения в процессе удара определяется с помощью графиче-
ской картины на плоскости параметров угол трения и угол падения 
(который определяет направление скорости точки соприкосновения 
тела с поверхностью до удара). В качестве границ, разделяющих облас-
ти, соответствующие различным типам удара, выступают кривые, по-
ведение которых зависит от положения точки соударения относитель-
но центра масс тела, радиуса инерции тела, угла трения и коэффици-
ента восстановления при ударе [5]. Однако, как показывают результаты 
анализа опытных данных [2; 3], при возрастании угла наклона поверх-
ности коэффициент восстановления при ударе начинает меняться с 
изменением угла наклона. Установление этой зависимости является ак-
туальной задачей [6; 7]. 

В результате теоретического анализа влияния силы аэродинамиче-
ского сопротивления на результаты опытов [2; 3] установлено, что оно 
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не превышает 0,1 %. Поэтому в дальнейшем силой аэродинамического 
сопротивления пренебрегаем. 

Взаимодействие достаточно крупных (по сравнению с высотой бу-
горков шероховатости) сферических тел после удара о шероховатую 
стенку при сравнительно невысоких скоростях хорошо описывается с 
помощью модели Рауса, важный параметр в которой — безразмерная 
величина: 

 ψ  (2/7)Wτ   /2/[Wn(1  k)], 

где k — коэффициент восстановления; Wτ, Wn, Ω — тангенциальная со-
ставляющая скорости центра масс сферы, нормальная составляющая 
скорости, угловая скорость сферы перед ударом соответственно. 

Cоставляющие скорости сферического тела после удара: 
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где μ — коэффициент трения Кулона во время удара. 
В условиях рассматриваемой задачи 
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Динамика сферы, вращающейся после взаимодействия с пласти-
ной, описывается уравнениями 

 ( ) ( ), ( ),e eC
C

dV d L
m F M F

d t d t
  

   
  (1) 

где V


— скорость центра масс твердого тела; CL


— кинетический мо-

мент сферы относительно ее центра масс; ( )( )e
CM F
 

— главный момент 
приложенных внешних сил относительно центра масс. 

Векторная система уравнений (1) может быть заменена скалярными 
уравнениями. В нашем частном случае плоско-параллельного движе-
ния остается три уравнения 
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где IzC — момент инерции сферы относительно оси, перпендикулярной 
основной плоскости (X—Y) и проходящей через центр масс; для сфери-
ческого, однородного тела IzC  m2/10; u, v — проекции V


 на оси X, Y. 

На вращающуюся твердую частицу в вязкой среде действует мо-
мент сопротивления, который обычно записывают в виде 

  5
0,5 2zC fM C      . 
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При Re  R2/ < 4000 коэффициент момента сопротивления 

  64
1 Re Re

Re
C a b  




   , a  0,029, b  0,00054. 

При вращении твердого тела в вязкой среде на него действует по-
перечная (подъемная) сила, которую называют силой Жуковского — 
Магнуса и обычно выражают в виде 

  3
/2 [ ]M M fF C V   

 
. 

Анализ экспериментальных и теоретических данных позволяет в 
первом приближении при Re < 100 считать CM/  1, а при 

100  Re  3,6104 использовать формулу 

 CM/  6,05/ 0,39Re . 

Уравнения (1) с учетом пренебрежения силой аэродинамического 
сопротивления записаны в виде 

 , , const
d u d v

v g u
d t d t

        , 
3
4

fM

p

C 
  

 
.  (2) 

Начальные условия к системе дифференциальных уравнений (2) 
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Решение системы уравнений (2) с начальными условиями (3) пока-
зало, что на рассматриваемых расстояниях вращение сферы на траек-
торию движения центра масс не успевает повлиять. С погрешностью 
менее 0,1 % координаты центра масс сферического тела можно рассчи-
тывать по простым формулам: 

 2
0 0 0 0( ) , ( ) 0,5x t x u t y t y v t g t     . 

Откуда время и абсцисса падения сферы: 
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Для определения степени 
влияния проскальзывания в точке 
соударения тел на кинематику 
тел после удара был проведен 
опыт [2]. 

В опыте использована плас-
тина из нержавеющей стали, ее 
размеры — 173  121 мм, толщина 
4 мм (рис. 1). Пластина уста-
навливалась неподвижно под 
разными углами α к горизонту. 
Шарик из нержавеющей шари-
коподшипниковой стали диа-

H
 

α l 

1 

2

3 

4 

b 

Рис. 1. Схема проведения опыта: 
 

1 — мерная линейка, 2 – шарик в начале 
опыта (перед падением), 

3 – пластина, 4 – шарик в конце опыта 
(после отскока от пластины) 
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метром 6 мм падал на пластину с высоты H без начальной скорости. 
Расстояние от края стенки до шарика b равнялось 1 см. Коэффициент 
восстановления при ударе k  0,7, расстояние b  1 см. 

Для каждой высоты H и угла α проводилось не менее 10 замеров. Ре-
зультаты опыта приведены в таблице. В ней представлены точечные 
оценки математического ожидания абсциссы падения шарика при раз-
личных высотах Н и углах падения . При  < 50 реализуются условия 
удара о абсолютно шероховатую стенку (  ), величина μ не влияет 
на результаты расчета. При больших углах падения влияние величины 
 много меньше, чем k. 

 
Абсцисса падения шарика 

 
Высота падения, м Угол падения

(градусы) 0,4 0,5 0,6 0,7 
30 0,389 0,471 0,491 0,523 
40 0,270 0,308 0,333 0,371 
50 0,226 0,243 0,276 0,311 
60 0,180 0,190 0,217 0,219 

 
Вначале была выдвинута обычно используемая гипотеза, что коэф-

фициент восстановления оставался постоянным во всех опытах. С по-
мощью специально разработанного алгоритма было установлено, что 
наименьшее среднеквадратическое отклонение результатов расчетов от 
опытных данных Х* получается при k  0,625. 

Значение Х*  0,042 составляет до 23 % от абсциссы осаждения, по-
этому гипотеза k  const была отвергнута. Разработанный алгоритм ис-
пользовался для поиска значений коэффициента восстановления при 
фиксированных углах падения, чтобы обеспечить наименьшее средне-
квадратическое отклонение результатов расчетов от опытных данных. 
Результаты расчетов представлены на рисунке 2. Доверительные ин-
тервалы показывают, что до угла кр  40 можно считать k  const, а при 
  кр функция k() возрастает. 

 

  
 
Рис. 2. Зависимость коэффициента восстановления от угла падения.  

Точки — результат обработки опытных данных. 
Штриховые линии — доверительный интервал 
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В первом приближении можно записать: 

 
0,60 0,68( 1), ,

( )
0,60, иначе.

кр крk
        


.  (4) 

 

  
 
Рис. 3. Зависимость коэффициента восстановления от угла падения. 

Точки — результат обработки опытных данных. 
Штриховая линия — расчет по формуле (4) 

 

Опытные данные, полученные в работе [3] для мелких частиц и вы‐

соких скоростей  (более 100 м/с), качественно согласуются с зависимо‐

стью (4). 

На рисунках 4, 5 показано, что результаты расчетов с использовани‐

ем (4) хорошо согласуются с опытными данными и могут быть исполь‐

зованы  в  инженерной  практике  при  выполнении  расчетов  упругого 

удара тела о наклонную поверхность. 

 

  
 

Рис. 4. Рассчитанные траектории движения сферы после удара при   30: 
1 — Н  0,4 м; 2 — Н  0,5 м; 3 — Н  0,6 м; 4 — Н  0,7 м 

 

Из рисунков 6, 7  видно,  что изменение значения k  заметно больше 

влияет на результаты расчетов, чем изменение величины . 
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Рис. 5. Рассчитанные траектории движения сферы после удара при   40: 
1 — Н  0,4 м; 2 — Н  0,5 м; 3 — Н  0,6 м; 4 — Н  0,7 м 

 

  
 

Рис. 6. Зависимость траектории от коэффициента восстановления при   30: 
1 — k  0,55; 2 — k  0,60; 3 — k  0,65; 4 — k  0,70 

 

  
 

Рис. 7. Зависимость траектории от коэффициента трения при   50, k  0,75: 
1 —   0,01; 2 —   0,1; 3 —   0,15; 4 —   0,2 
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