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Параллельные перенесения в связностях трех типов  

для коконгруэнции ࡷሺିሻ 
 

Комплекс ܭሺିሻ ݉-плоскостей в случае, когда его 
размерность превышает ݊ െ݉, является подмногообра-
зием многообразия Грассмана и по классификации Близ-
никаса называется коконгруэнцией m-мерных плоско-
стей. 

В n-мерном проективном пространстве продолжает-
ся исследование коконгруэнции m-мерных плоскостей. 

Ранее было показано, что расширенное композици-
онное оснащение данной коконгруэнции полями 
(݊ െ݉ െ 1)-мерных плоскостей и точками ܥ на m-мер-
ных плоскостях позволяет задать связности трех типов 
в ассоциированном расслоении. 

В данной работе изучены параллельные перенесе-
ния аналога плоскости Картана в связностях трех ти-
пов. Доказаны теоремы о видах пераллельных перене-
сений аналога плоскости Картана в связностях первого, 
второго и третьего типов. 

Все исследования осуществляются с использовани-
ем метода Картана — Лаптева. 
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Развитие понятия параллельного переноса началось с изу-
чения Миндингом в 1837 г. обычного параллелизма на евкли-
довой плоскости. Это исследование послужило отправным 
пунктом для Леви-Чивиты при его исследовании параллельно-
го переноса вектора на поверхности. 

Дальнейшие обобщения понятия параллельного перенесе-
ния связаны с развитием общей теории связностей, которая за-
нимает важное место в современной дифференциальной гео-
метрии. А параллельные перенесения, являющиеся наиболее 
наглядной геометрической интерпретацией понятия связности 
[11; 15], широко применяются современными геометрами [9; 
12; 13]. 

В работе изучаются параллельные перенесения оснащаю-
щей плоскости в связностях трех типов для коконгруэнции  
m-мерных плоскостей [2]. При этом исследования осуществ-
ляются с применением метода Картана — Лаптева [1; 8; 10; 
14; 16; 17]. 

Рассмотрим проективное пространство ܲ при использова-
нии подвижного репера {ܣ, ,݅) {ܣ … ൌ 1,… , ݊) с инфинитези-
мальными перемещениями 

ܣ݀ ൌ ܣߠ  ߱ܣ,   ݀ܣ ൌ ܣߠ  ߱
ܣ  ߱ܣ, 

где формы Пфаффа ߱,	߱, ߱
 удовлетворяют структурным 

уравнениям Картана проективной группы ܲܩሺ݊ሻ 

߱ܦ ൌ ߱ ∧ ߱
,     ߱ܦ ൌ ߱

 ∧ ߱, 

ܦ ߱
 ൌ ߱

 ∧ ߱
  ߜ

߱ ∧ ߱  ߱ ∧ ߱. 

Будем исследовать комплекс ܭሺିሻ плоскостей размер-
ности ݉ (1  ݉ ൏ ݊), то есть коконгруэнцию m-мерных плос-
костей [4; 5]. Комплекс ܭሺିሻ задается уравнениями (см.: 
[2; 3]) 

߱ఈ ൌ Λఉ
ఈ߱

ఉ, 

где ܽ,… ൌ 1,… ,݉; ,ߙ	 … ൌ ݉  1,… , ݊.	 
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Компоненты фундаментального объекта 1-го порядка 
Λ ൌ{Λఉ

ఈ} удовлетворяют дифференциальным сравнениям по 
модулю базисных форм ߱ఈ 

ΔΛఉ
ఈ  ΛఊఈΛఉ

ఊ߱ െ ఉߜ
ఈ߱ ≡ 0, 

причем дифференциальный тензорный оператор ∆ действует 
по закону 

∆Λఉ
ఈ ൌ ݀Λఉ

ఈ  Λఉ
ఊ߱ఊఈΛఉ

ఈ߱
 െ Λఊఈ ఉ߱

ఊ. 

В главном расслоении ܩ௦ሺܭሻ, где 

ݏ ൌ ݊ሺ݊  1)െ݉ሺ݊ െ݉ െ 1ሻ, 

задается связность способом Лаптева — Лумисте [2; 6; 7]: 

߱
 ൌ ߱

 െ Гఈ
߱ఈ,     ߱ ൌ ߱ െ Гఈ߱

ఈ, 

߱ఈ ൌ ߱ఈ െ Гఈఉ
߱

ఉ,     ߱ఉ
ఈ ൌ ߱ఉ

ఈ െ Гఉఊ
ఈ߱

ఊ, 

߱ ൌ ߱ െ Гఈ ߱
ఈ,     ߱ఈ ൌ ߱ఈ െ Гఈఉ

 ߱
ఉ. 

Компоненты объекта связности 

Г ൌ ൛Гఈ
 , Гఈఉ

 , Гఈ , Гఈ, Гఉఊ
ఈ, Гఈఉ

 ൟ 

удовлетворяют дифференциальным сравнениям по модулю ба-
зисных форм 

ΔГఈ
  ሺߜ

Гఈ  Гఈߜ
 ሻ߱  ቀГఉ

Λఈ
ఉ െ ߜ

Гఈ െ ߜ
Гఈቁ߱ 

ߜ
߱ఈ െ ߜ

Λఈ
ఉ߱ఉ ≡ 0, 

ΔГఈ െ Гఈ߱  Гఉ
Λఈ

ఉ߱  Λఈ
ఉ߱ఉ

 ≡ 0, 

ΔГఈఉ
  Гఈఊ Λఉ

ఊ߱  ቀߜГఈఉ
ఊ െ ఈߜ

ఊГఉ
ቁ߱ఊ െ Гఉ

߱ఈ  

Гఈఉ
 ߱ ≡ 0, 

ΔГఉఊ
ఈ  ൫Гఉఓ

ఈΛఊ
ఓ െ ఉߜ

ఈГఊ൯߱  ఉߜ
ఈГఊ

 ߱ െ 

െቀߜఉ
ఓΛఊఈ  ఉߜ

ఈΛఊ
ఓቁ ఓ߱ െ ఊఈ߱ఉߜ

 ≡ 0, 
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ΔΓఈ  ቀΓఈ  Γఉ
 Λఈ

ఉቁ߱  ߱ఈߜ ≡ 0, 

ΔΓఈఉ
  ቀΓఈఊ Λఉ

ఊ  Γఈఉ
ቁ߱ െ Γఉ

 ߱ఈ  Γఈఉ
ఊ߱ఊ ≡ 0. 

Осуществим расширенное композиционное оснащение ко-
конгруэнции ܭሺିሻ, присоединив к каждой m-мерной плос-
кости ܮ аналог плоскости Картана — плоскость ܥିିଵ, не 
имеющую общих точек с плоскостью ܮ, и точку ܥ на плоско-
сти ܮ (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Расширенное композиционное оснащение коконгруэнции 
 
Аналитически точку и аналог плоскости Картана можно 

задать следующим образом: 

ܥ ൌ ܣ  ఈܥ ,ܣߣ ൌ ఈܣ  ܣఈߣ   .ܣఈߣ

Данное оснащение позволяет охватить компоненты объек-
та связности тремя способами: 

Г


ఈ
 ൌ  ,ఈߣߜ

Г


ఈ
 ൌ ߜ

ߣఈ െ ߜ
Λఈ

ఉߣఉ, 

Г


ఉఊ
ఈ ൌ ఉఊܯ

ఈ െ ఉߜ
ఈΛఊ

ఓߣఓ, 

Г
ଵ

ఈ
 ൌ Λఈ

ఉߣఉ
, 

Г
ଵ

ఈఉ
 ൌ ఈఉܯఊߣ

ఊ , 

Г
ଵ

ఈఉ
 ൌ ఈఉܯఊߣ

ఊ; 
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Г
ଶ

ఈ
 ൌ ఈߣ  Λఈ

ఉߣఉߣ െ  ,ఈߤߣ

Г
ଶ

ఈఉ
 ൌ ఈఉߣ

 െ ఉߣఈߣ
 െ ఉߣ2

ߣఈ െ Λఉ
ఊߣఈሺߣఊ  ఈሻߣఊߣ  ఉߤߣఈߣ

 , 

Г
ଶ

ఈఉ
 ൌ ఈఉߣ

  ఈఉܯ2
ఊߣఊ; 

 

Г
ଷ

ఈ
 ൌ െߣఈ  Λఈ

ఉ൫ߣఉ
  ఉߤ

൯   ,ఈߤߣ

Г
ଷ

ఈఉ
 ൌ െߣఈఉ

  ఉߣఈߣ
 െ Λఉ

ఊߣఈߤఊ െ ఉߤߣఈߣ
 , 

Г
ଷ

ఈఉ
 ൌ െߣఈఉ

 , 

где 

ఈߤ ൌ ఈߣ െ ఉఊܯ  ,ఈߣߣ
ఈ ൌ െ൫ߜఊఈߣఉ

  Λఊఈߣఉ൯. 

Надо отметить, что дифференциальные уравнения компо-
нент оснащающего квазитензора ߣ ൌ ሼߣ, ఈߣ ,  ఈሽ имеют видߣ

Δߣ െ ߱ߣߣ  ߱ ൌ ఈ߱ߣ
ఈ, 

Δߣఈ  ఈ߱ߣ  ߱ఈ ൌ ఈఉߣ
߱

ఉ,                          (1) 

Δߣఈ  ఈ߱ߣ  ߱ఈ ൌ ఈఉߣ
 ߱

ఉ, 

а пфаффовы производные, стоящие в правых частях уравне-
ний (1), удовлетворяют дифференциальным сравнениям 

Δߣఈ  ఈܨ
ఉ߱ఉ

 െ ఈܨߣ
ఉ߱ఉ  

ቀΛఈ
ఉߣఉ

 െ ߣఈߣ െ ቁ߱ߣఈߣ ≡ 0, 

Δߣఈఉ
  ఉ߱ఈߣ  ቀΛఉ

ఊߣఈఊ  ఈఉߣ
 ቁ߱  

ቀെܯఈఉ
ఊ  ఈߜ

ఊΛఉ
ఓߣఓቁ߱ఊ ≡ 0, 

Δߣఈఉ
  ቀെߜܯఈఉ

ఊ  ఈߜߜ
ఊߣఉ

ቁ߱ఊ  Λఉ
ఊߣఊ߱ఈ  
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Λఉ
ఊߣఈఊ ߱ߣఈఉ

 ߱ ≡ 0, 

где ܨఈ
ఉ ൌ Λఈ

ఉ  ఈߜ
ఉߣ. 

Находим дифференциалы точек ܥ и ܥఈ: 

ܥ݀ ൌ ቂߠ  ߱ߣ െ ఈܨఉߣ
ఉ߱ఈቃ ܥ  ቂFఉ

ఈ߱
ఉቃ ఈܥ  

ሾΔߣ  ߱ െ ߱ߣߣ െ ఉߤ
Fఈ

ఉ߱
ఈሿܣ,             (2) 

ఈܥ݀ ൌ ቂߜఈ
ఉߠ  ߱ఈ

ఉ െ ఈఊܯ
ఉ߱

ఊቃ ఉܥ  ሾΔߣఈ  ఈ߱ߣ  ߱ఈ െ 

െߣΔߣఈ െ ఈ߱ߣߣ െ ߱ఈߣ  ሺߣఊMఈఉ
ఊ െ ఊMఈఉߣߣ

ఊ ሻ߱
ఉሿܣ+ 

 ቂ	Δߣఈ  ఈ߱ߣ  ߱ఈ  ఊMఈఉߣ
ఊ߱

ఉቃ  (3)               .ܥ

Вводя формы связности в равенствах (2) и (3) и учитывая 
выражения ковариантных дифференциалов 

ߣ ൌ ߣ݀  ߣ ߱
 െ ߣߣ ߱  ߱, 

ఈߣ ൌ ఈߣ݀  ఈߣ ߱
 െ ఉߣ

 ߱ఈ
ఉ  ఈߣ ߱  ߱ఈ, 

ఈߣ ൌ ఈߣ݀ െ ఉߣ ߱ఈ
ఉ  ఈߣ ߱  ߱ఈ, 

получим 

ܥ݀ ൌ ቂߠ  ߣ ߱  ቀГఈ
 ߣ െ ఉFఈߣ

ఉቁ߱ఈቃ ܥ  ቂFఉ
ఈ߱

ఉቃ ఈܥ  

 ቂߣ  ሺГఈ  Гఈߣ െ Гఈߣߣ െFఈ
ఉߤఉ

ሻ߱
ఈቃ  ,     (4)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ቂߜఈ
ఉߠ  ߱ఈ

ఉ  ቀГఈఊ
ఉ െ Mఈఊ

ఉቁ߱
ఊቃ ఉܥ  

ሾߣఈ െ ఈߣߣ  ሺГఈఉ
  ఈߣ Гఉ

 െ ఊГఈఉߣ
ఊ  ఈГఉߣ

  ఊГఈఉߣߣ
ఊ െ 

െߣߣఈ Гఉ
 െ Гఈఉߣ

 െ ఊMఈఉߣߣ
ఊ  ఊMఈఉߣ

ఊ ሻ߱
ఉሿ	ܣ  

 ቂ	ߣఈ  ቀГఈఉ
 െ ఊГఈఉߣ

ఊ  ఈГఉߣ
  ఊMఈఉߣ

ఊቁ߱
ఉቃ  (5)    .ܥ
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Далее в равенствах (4, 5) учтем охваты трех типов: 

ܥ݀ ൌ ߠ  ߣ ߱


  ቀെߣఉΛఈ
ఉቁ߱ఈ൨ ܥ  

 ቂ൫Λఉ
ఈ  ఉߜ

ఈߣ൯߱
ఉቃ ఈܥ  

ଵ
 ,                  (6)ܣߣ

 

ܥ݀ ൌ ߠ  ߣ ߱


  ቀെߣఉΛఈ
ఉቁ߱ఈ൨ ܥ  

 ቂ൫Λఉ
ఈ  ఉߜ

ఈߣ൯߱
ఉቃ ఈܥ  

ଶ
ߣ  ఈ߱ߪ

ఈ൨  ,         (7)ܣ

 

ܥ݀ ൌ ߠ  ߣ ߱


  ቀെߣఉΛఈ
ఉቁ߱ఈ൨ ܥ  

 ቂ൫Λఉ
ఈ  ఉߜ

ఈߣ൯߱
ఉቃ ఈܥ  

ଷ
ߣ െ ఈ߱ߪ

ఈ൨  ;        (8)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ߜఈ
ఉߠ  ߱



ఈ
ఉ  ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓቁ߱

ఊ൨ ఉܥ  
ଵ
ܥఈߣ  

 
ଵ
ఈߣ െ ߣ 

ଵ
ఈ൨ߣ  ,                             (9)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ߜఈ
ఉߠ  ߱



ఈ
ఉ  ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓቁ߱

ఊ൨ ఉܥ  
ଶ
ఈߣ  ఈఉߪ

 ߱
ఉ൨ ܥ  

 
ଶ
ఈߣ െ ߣ 

ଶ
ఈߣ  ൫ߪఈఉ

  ఉߪఈߣ
 െ ఈఉߪߣ

 ൯߱
ఉ൨  ,    (10)ܣ

 

ఈܥ݀ ൌ ߜఈ
ఉߠ  ߱



ఈ
ఉ  ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓቁ߱

ఊ൨ ఉܥ  
ଷ
ఈߣ െ ఈఉߪ

 ߱
ఉ൨ ܥ  

 
ଶ
ఈߣ െ ߣ 

ଶ
ఈߣ  ൫െߪఈఉ

 െ ఉߪఈߣ
  ఈఉߪߣ

 ൯߱
ఉ൨  .  (11)ܣ
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В выражения (7, 8, 10, 11) входят компоненты объекта де-
формации ߪ ൌ ሼߪఈ, ఈఉߪ

, ఈఉߪ
 ሽ (см.: [3; 15]): 

ఈߪ ൌ ఈߣ െ Λఈ
ఉߤఉ

 െ  ,ఈߤߣ

ఈఉߪ
 ൌ ఈఉߣ

 െ ఉߣ
ߣఈ െ λఈߣఉ

 െ Λఉ
ఊߣఈߣఊߣ  ఉߤߣఈߣ

 , 

ఈఉߪ
 ൌ ఈఉߣ

  Mఈఉ
ఊߣఊ. 

Теорема 1. Параллельное перенесение аналога плоскости 
Картана ܥିିଵ в произвольной связности является свободно 
вырожденным, то есть специальных смещений данной осна-
щающей плоскости, вообще говоря, не выделяется. 

Доказательство следует из равенств (5). 
Теорема 2. В групповой связности первого типа парал-

лельное перенесение аналога плоскости Картана является 
связанно вырожденным, то есть плоскость ܥିିଵ будет 
неподвижной при параллельном перенесении в указанной связ-
ности. 

Доказательство следует из равенств (9). 
Теорема 3. В групповых связностях второго и третьего 

типов параллельное перенесение аналога плоскости Картана 
является свободно вырожденным. 

Доказательство. При условии обращения ковариантных 
дифференциалов оснащающего квазитензора в нуль в равен-
ствах (10) и (11) видно, что специальных смещений аналога 
плоскости Картана не выделяется. 

Замечание. Аналогичные утверждения справедливы и по 
поводу смещений точки ܥ ൌ ܣ  -, поскольку имеют меܣߣ
сто равенства (6—8). 

Теорема 4. Аналог плоскости Картана переносится па-
раллельно в линейной комбинации связности первого типа то-
гда и только тогда, когда он смещается в плоскости ܲି ൌ	
ൌ ሾܥିିଵ,  .ሿ (рис. 2)ܥ
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Рис. 2. Иллюстрация плоскостей 
 
Доказательство. 

При 
ଵ
ఈߣ െ ߣ 

ଵ
ఈߣ ൌ 0 в формуле (9) имеем 

ఈܥ݀ ൌ ߜఈ
ఉߠ  ߱



ఈ
ఉ  ቀെߜఈ

ఉߣఓΛఊ
ఓቁ߱

ఊ൨ ఉܥ  
ଵ
 ,ܥఈߣ

следовательно, теорема верна. 
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We continue to study the cocongruence of ݉-dimensional planes us-
ing the Cartan — Laptev method. In an ݊-dimensional projective space 
ܲ, the cocongruence of ݉-dimensional planes can be given by the fol-

lowing equations ߱ఈ ൌ Λఉ
ఈ߱

ఉ. 
Compositional clothing of a given cocongruence by fields of 

(݊ െ݉ െ 1)-planes ܥିିଵ:  ܮ ⊕ ିିଵܥ ൌ ܲ 

and points ܥ ൌ ܣ   ܣߣ

allows one to define connections of three types in the associated bundle. 
In the present paper, parallel transports of an analogue of Cartan 

plane are studied in the connections of three types. It is proved 4 theo-
rems: 

1. Parallel transport of the analogue of the Cartan plane ܥିିଵ in an 
arbitrary connection is freely degenerate, i. e., in general, there are no spe-
cial transports of this clothing plane. 

2. In the group connection of the first type, the parallel transport of an 
analog of the Cartan plane is connected degenerate, i. e., the plane ܥିିଵ 
will be fixed under parallel transport in this connection. 

3. In the group connections of the second and third types, the parallel 
transport of the analogue of the Cartan plane is freely degenerate. 

4. The analogue of the Cartan plane is transferred in parallel in a line-
ar combination of the first type connection if and only if it is displaced in 
the plane ܲି ൌ ሾܥିିଵ,  .ሿܥ

 
Keywords: projective space, cocongruence of m-dimensional planes, 

connection, parallel transport 
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