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Yu. Popov 
 

Foss and Green normalization 
for )(LH -distribution of affine space 

 
For the basic structure subbundles of the hyperstrip )(LH -dist-

ribution of affine space An we construct Foss and Green normalization in 
the inner invariant manner. Throughout the article we use designations of 
[1; 2]. 

 
Key words: distribution, subbundle, normalization, focal variety, fo-

cal cone. 
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Дифференциальные сравнения компонент 
объекта кривизны аффинной связности 2-го порядка 

в несимметричном случае 
 

Выведены дифференциальные сравнения на компо-
ненты объекта кривизны аффинной связности 2-го по-
рядка в случае несимметричного объекта связности. 
Эти сравнения показывают, что в общем случае объект 
кривизны 2-го порядка образует геометрический объект 
лишь в совокупности с объектом кривизны 1-го поряд-
ка и объектом связности 2-го порядка. 

 
Ключевые слова: структурные уравнения Лаптева, аффинная связ-

ность, объект кривизны 2-го порядка, голономное, полуголономное и 
неголономное гладкие многообразия. 

                                                      
© Рязанов Н. А., 2017 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

96 

Рассмотрим структурные уравнения Лаптева n -мерного 
гладкого многообразия nM : 

 ( , , ,... 1, )i j i
jD i j k n     ,  (1) 

где D  — символ внешнего дифференциала,   — знак внеш-

него умножения, i  — главные линейные дифференциальные 

формы, j
i  — вторичные линейные дифференциальные фор-

мы. Продолжим структурные уравнения (1) на многообразии 

nM . Замыкая их, найдем 

 ( ) 0.i k i j
j j kD         

Разрешая эти кубичные уравнения по лемме Лаптева, по-
лучим [1]: 

 .i k i k i
j j k jkD           (2) 

Уравнения (1, 2) являются структурными уравнения Лап-
тева главного расслоения линейных реперов )(2 nn

ML  над 

гладким многообразием nM . 

Аффинная связность (без кручения) для n -мерного много-
образия nM  определяется в расслоенном пространстве )(2 nn

ML  

путем задания объекта связности i
jkГ . Рассмотрим общий слу-

чай, когда компоненты i
jkГ  несимметричны по нижним ин-

дексам i
kj

i
jk ГГ  . Формы связности имеют вид [2] 

 i i i k
j j jkГ    .  (3) 

Замечание 1. Формы связности в работе [2] берутся со 
знаком «плюс», в работе [3] со знаком «минус». Полученные 
результаты будут отличаться с точностью до знака, что несу-
щественно влияет на вычисления. 
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Дифференцируя формы (3) внешним образом с учетом (1, 
2), получим: 

 
(

).

i k i k i l i i l
j j k jk jk l lk j

i l l i t i
jl k jk lt jk

D dГ Г Г

Г Г Г

      

  

     

  
  (4) 

Компоненты объекта аффинной связности i
jkГ  удовлетво-

ряют дифференциальным уравнениям[2]: 

 i i i l
jk jk jklГ Г    ,  (5) 

где тензорный дифференциальный оператор Δ  действует сле-
дующим образом: 

 i i l i i l i l
jk jk jk l lk j jl kГ dГ Г Г Г       . 

Тогда уравнения (4) можно записать в виде 

 ( )i k i k i l l i t
j j k jkl jk ltD Г Г Г          . 

Вынося общие базисные формы l  за скобку, получим: 

 ( )i k i i t i k l
j j k jkl jk tlD Г Г Г         . 

Альтернируя коэффициенты в последнем слагаемом, вве-
дем обозначение: 

 [ ] [ ]

1
, ( ),

2
i k i i k l i i t i
j j k jkl jkl j kl j k tlD R R Г Г Г            (6) 

где альтернирование выполняется по крайним индексам в 
квадратных скобках. Получили структурные уравнения для 

форм связности i
j , включающие в себя компоненты объекта 

кривизны i
jklR . 

Замечание 2. Обозначение (62) содержат альтернирование 
без множителя, которое будет производиться и в дальнейших 
вычислениях. 
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Продолжая уравнения (2) с учетом их самих, а также (1), 
получим: 

 i l i i l i l l i
jk jk l lk j jl k jklD                 .  (7) 

Найдем дифференциальные сравнения для пфаффовых 
производных i

jklГ  объекта )( i
kj

i
jk

i
jk ГГГ  . Для этого замкнем 

уравнения (5) с помощью структурных уравнений (1, 2, 7): 

 

0.

i l l t i i t l
jkl jkt l jkl t

i l t i t l i t l
tkl j jlt k jl kt

i t l l t i t i
lk jt jk lt jkt

dГ Г Г

Г Г Г

Г Г

     

      

      

    

     

     

 

Вынося общие базисные формы l за скобку и собирая 
первые пять слагаемых под дифференциальный оператор 

i
jklГ , имеем 

 ( ) 0i t i i t i t i l
jkl jk tl tk jl jt kl jklГ Г Г Г           . 

Разрешая эти уравнения по лемме Картана и альтернируя 
по индексам k  и l , получим сравнения по модулю базисных 

форм l : 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0 (mod )i t i i t i t i l
j kl j k tl t k jl jt kl j klГ Г Г Г          .  (8) 

Найдем результат действия дифференциального оператора 
на компоненты объекта кривизны i

jklR  аффинной связности  

1-го порядка. Для этого запишем дифференциальные сравне-
ния для свернутых произведений i

tl
t
jk ГГ  и проальтернируем 

их по индексам k  и l : 

 [ ] [ ] [ ]
t i t i t i
j k tl j k tl j k tlГ Г Г Г    .  (9) 

Применяя дифференциальный оператор Δ  к обеим частям 
равенства (62), а также учитывая (8) и (9), получим: 

 [ ] [ ]
i i t i
jkl jt kl j klR Г     .  (10) 
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Замечание 3. Результат, полученный в случае симметрич-
ного объекта связности )( i

kj
i
jk ГГ  , совпадает с (10). 

В случае [5] полуголономного гладкого многообразия nM  

2-го порядка ( 0,0 ][][  i
klj

i
jk  ) дифференциальные сравне-

ния (10) для компонент объекта кривизны i
jklR  аффинной 

связности примут тензорный вид: 0i
jklR . 

Утверждение. Аффинная связность (1-го порядка) зада-
ется в расслоении линейных реперов )(2 nn

ML  со структур-

ными уравнениями (1, 2) с помощью поля объекта i
jkГ  

)( i
kj

i
jk ГГ  , компоненты которого удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям (5). Объект i
jkГ  определяет формы 

аффинной связности i
j  (3), удовлетворяющие структурным 

уравнениям (61), в которые входят компоненты объекта кри-
визны i

jklR . Компоненты i
jklR  выражаются по формулам (62) 

и удовлетворяют (ср. [3, c. 52]) дифференциальным сравнени-
ям (10). Если гладкое многообразие nM  является неголоном-

ным многообразием N
nM  [3; 4], то есть не выполняются 

сравнения 0,0 ][][  i
klj

m
kl  , то объект кривизны аффинной 

связности i
jklR  образует квазитензор лишь в совокупности с 

объектом связности i
jkГ . В случае полуголономного [5] глад-

кого многообразия S
nM , когда 0,0 ][][  i

klj
m
kl  , объект кри-

визны i
jklR  — тензор. 

Формы аффинной связности 2-го порядка [2] состоят из 
форм (3) и следующих: 

 i i i l
jk jk jklL    .  (11) 



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

100 

Дифференцируя их внешним образом с учетом (1, 2, 7), 
получим: 

 ( )

(

).

i l i l i l i l i
jk k jl j lk jk l jkl

t i i t i t i t i t t i
jkl t tkl j jtl k jkt l tl jk kl tj

i t i m i t m i t m
jkl jkm tl tkm jl jtm kl

D dL

L L L L Г Г

L Г L Г L Г

        

      

   

       

     

   

 (12) 

Компоненты i
jklL объекта аффинной связности 2-го порядка 

},{ i
jkl

i
jk LГL   удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

 ( )
i i t t i i i m
jkl tl jk kl tj jkl jklmL Г Г L        ,  (13) 

где тензорный дифференциальный оператор Δ  действует сле-
дующим образом: 

 i i t i i t i t i t
jkl jkl jkl t tkl j jtl k jkt lL dL L L L L         . 

Тогда уравнения (12) можно переписать в виде 

 
( ).

i l i l i l i
jk k jl j lk jk l

l i m t i m i t m i t m
jklm jkm tl tkm jl jtm kl

D

L L Г L Г L Г

      

    

      

    
 

Вынося общие базисные формы m  за скобку, получим: 

 
( ) .

i l i l i l i
jk k jl j lk jk l

i t i i t i t l m
jklm jkm tl tkm jl jtm kl

D

L L Г L Г L Г

      

    

      

 
 

Альтернируя последнее слагаемое по индексам l  и m , 
введем обозначение [2; 4]: 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]

1
,

2

( ).

i l i l i l i i l m
jk k jl j lk jk l jklm

i i t i t i i t
jklm jk lm k l jtm j l tkm t l jkm

D R

R L Г L Г L Г L

       

    

        
  (14) 
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Найдем дифференциальные сравнения для пфаффовых 

производных i
jklmL  объекта i

jklL . Для этого замкнем уравнения 

(13) с помощью структурных уравнений (1, 2, 7): 

 ( )

i m t m i i m t i m t
jklm jklm t jklt m tklm j

i m t i m t t i m i t m
jtlm k jktm l kl tj m tl jkm

t i m i t m i t m i t m
jkl tm tkl jm jtl km jkt lm

t i m t i m i t m
klm jt jlm tk tlm jk j

dL L L L

L L Г Г

L L L L

Г Г Г

       

        

        

      

      

       

       

       0,i m
klm  

 

где симметрирование в скобках производится по индексам k  

и j . Вынося общие базисные формы m  за скобку и собирая 

первые шесть слагаемых под дифференциальный оператор 
i
jklmL , имеем 

 
( )(

) 0.

i t i i t t i i t i t
jklm kl tj m tl jkm jkl tm tkl jm jtl km

i t t i t i i t i m
jkt lm klm jt jlm tk tlm jk jklm

L Г Г L L L

L Г Г Г

     

      

     

     
 

Разрешая эти уравнения по лемме Картана и альтернируя 
по индексам l  и m , получим сравнения по модулю базисных 

форм m : 

 

[ ] ( [ ) ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] 0 (mod ).

i t i i t t i
jk lm k l tj m t l jkm jk l tm

i t i t i t t i
tk l jm jt l km jkt lm k lm jt

t i i t i m
j lm tk t lm jk jk lm

L Г Г L

L L L Г

Г Г

   

    

   

   

   

   

  (15) 

Найдем результат действия дифференциального оператора 

на компоненты объекта кривизны i
jklmR  аффинной связности 

2-го порядка. Для этого запишем дифференциальные сравне-
ния для свернутых произведений, входящих в формулу (142) и 
проальтернируем их по индексам l  и m : 
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

,

,

t i s i t t i s
jk l m t jk mt sl sk mt jl

t i s i t t i
js mt kl mt jkl jk l m t

i t s t i i t s
jt l m k jt mk sl st mk jl

i t s t i i t
js mk tl mk jtl jt l m k

i t s t i
kt l m j kt mj sl st

L Г Г Г Г Г

Г Г Г L

L Г Г Г Г Г

Г Г Г L

L Г Г Г Г

   

  

   

  

  

  

  

  

  

  [ ]

[ ] [ ] [ ] .

i t s
mj kl

i t s t i i t
ks mj tl mj ktl kt l m j

Г

Г Г Г L



  



  

 (16) 

Применяя дифференциальный оператор Δ  к обеим частям 
равенства (142), а также учитывая (15) и (16) c последователь-
ным раскрытием альтернирования, симметрирования и приве-
дением подобных слагаемых, получим: 

 
[ ]

[ ] [ ] ( ) [ ]( ) .

i i t t i t i i t
jklm jkt lm klm jt jlm tk tlm jk

t i t i s i
k l m s k l sm jt jk lm

R L R R R

Г Г Г Г

     

  

    

 
 (17) 

В случае полуголономного гладкого многообразия диффе-
ренциальные сравнения (17) для компонент объекта кривизны 

i
jklmR  аффинной связности примут вид 

 
[ ] [ ]2( ) .

i t i t i i t
jklm klm jt jlm tk tlm jk

t i t i s
k l m s k l sm jt

R R R R

Г Г Г Г

    

 

   


 (18) 

Теорема. Аффинная связность 2-го порядка задается в 
расслоении реперов 2-го порядка со структурными уравнени-

ями (1, 2, 7) с помощью поля объекта ),( i
jkl

i
jk LГL  , компо-

ненты которого удовлетворяют дифференциальным уравне-
ниям (5, 13). Объект L  определяет формы аффинной связно-

сти 2-го порядка i
jk

i
j  ,  (3, 11), удовлетворяющие струк-

турным уравнениям (61, 141), в которые входят компоненты 

объекта кривизны ),( i
jklm

i
jkl RRR  . Компоненты i

jklmR  выра-
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жаются по формулам (142). Если гладкое многообразие nM

является неголономным многообразием, то компоненты i
jklmR  

удовлетворяют дифференциальным сравнениям (17), то есть 
образуют квазитензор лишь в совокупности с объектом связ-

ности i
jkГ  и тензором i

jklR . В случае полуголономного гладко-

го многообразия S
nM , когда 0,0 ][][  i

lmjk
t
lm  , дифференци-

альные сравнения (17) принимают вид (18). Для особого мно-

гообразия S
nM , когда 0i

jk , компоненты i
jklmR  самостоя-

тельно образуют тензор. 
Замечание 4. Дифференциальные сравнения (18) сохра-

няются в случае голономного гладкого многообразия H
nM  [3]. 

Об этом фактически упоминается в работе [2], где говорится о 
квазитензоре кривизны 2-го порядка, однако аналитическое 
обоснование отсутствует. В настоящей статье приведены со-
ответствующие дифференциальные сравнения не только в 
случае голономного многообразия, но и для полуголономного 
и неголономного гладких многообразий. 
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N. Ryazanov 

 
Differential comparisons for components 

of curvature of the second order affine connection 
in non-symmetrical case 

 
Differential comparisons for the components of the curvature object 

of affine connection of the second order in the case of non-symmetric 
connection object are obtained. These comparisons show that in the gen-
eral case the second order curvature object forms a geometric object only 
with the first order curvature object and the second order connection ob-
ject. 

 
Key words: structure equations of Laptev; affine connection; the sec-

ond order curvature object; holonomic, semi-holonomic and non-holono-
mic smooth manifolds. 
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Условия существования преобразований Бэклунда 
для эволюционных уравнений третьего порядка 

с одной пространственной переменной 
 

Изучаются уравнения в частных производных тре-
тьего порядка эволюционного типа с одной простран-
ственной переменной и ассоциированные с ними диф-
ференциально-геометрические структуры. Преобразо-
ваниям и отображениям Бэклунда дается инвариантная 
геометрическая интерпретация. Указаны условия, кото-
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