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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ОДУЛЯРНОГО ПРОСТРАНСТВА 

С РАСТРАНОМ 
 

Исследуется одуль Ли линейных преобразований 
одулярного пространства с растраном. Установлено, 
что он является прямой суммой двух растранов. 

 
Растран является одулем Ли на основной аффинной груп-

пе, состоящей из параллельных переносов и гомотетий аф-
финного пространства. В аксиоматике Г. Вейля определено 
ЛМ-пространство — одулярное пространство с растраном. В 
[1] описан одуль Ли преобразований ЛМ-пространства, ана-
логичных аффинным преобразованиям аффинного простран-
ства. Ниже изучается одуль Ли другого аналога аффинных 
преобразований. Определения основных понятий в геомет-
рии ЛМ-пространства можно найти в [1]. Изучается  
ЛМ-пространство в [2]. 

Рассматривается 3-мерный растран, который может быть 
задан следующими операциями на многообразии R3: 
 ),,(),,( wvuzyx +  = ),,( wzuvyuyx +++ , 0,0 >> yx ; 
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Аффинное преобразование аффинной плоскости является 
преобразованием, в котором всякая прямая плоскости отобра-
жается на прямую; различные прямые отображаются на раз-
личные прямые. Такие преобразования называются коллинеа-
циями. Аффинное преобразование можно определить в коор-
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динатной форме. Пусть на аффинной плоскости заданы два 
репера I и II и произвольная точка M  в репере I имеет коор-
динаты ),( yx , т. е. IyxM ),(= . Существует точка M ′  плоско-
сти, которая имеет координаты ),( yx  в репере II: IIyxM ),(=′ . 
Преобразование плоскости, в котором точка M, имеющая ко-
ординаты ),( yx  в репере I, отображается на точку ,M ′  имею-
щую координаты ),( yx  в репере II, называется аффинным. Та-
кое преобразование плоскости называется ее коордитацией. 
Всякая коордитация аффинной плоскости является ее колли-
неацией, и коллинеация является коордитацией. 

Коллинеации и коордитации ЛМ-плоскости не совпадают. 
Если в преобразовании ЛМ-плоскости точка ),( yx  отобража-
ется на точку ),( yx ′′ , то, по [3], ЛМ-преобразования ЛМ-плос-
кости (аналог коллинеаций, они изучаются в [1]) описываются 
формулами cxx +=′ , daypey x ++=′ , 0≠a . Формулы коор-
дитаций ЛМ-плоскости таковы: 

 ckxx +=′ , daypey kx ++=′ , 0,0 ≠≠ ak .  (1) 

Замена координат yykxx =′=′ ,  соответствует коордитации 
ЛМ-плоскости. При 0=p  имеем преобразования, задаваемые 
линейными формулами cxx +=′ , dayy +=′ ; ckxx +=′ , 

dayy +=′ . Уравнение прямой линии на ЛМ-плоскости тако-

во: qrey x += . Коордитация cxkx +′= , dyay +′=  отобража-
ет прямую на линию 

 
a

dqe
a
ry xk −

+=′ ′ . 

При 1≠k  это не прямая. 
Вместе с коордитацией (1) рассмотрим коордитацию 

 gmxx +=′ , hbyqey mx ++=′ , 0,0 ≠≠ bm . 

Композиция коордитаций описывается формулами 
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 gmcmxx ++=′ , hbdbaybpeqey kxmcmkx ++++=′ + . 

Вид этих формул отличен от вида формул (1) коордитации. 
Здесь наряду с выражением mkxe  содержится лишнее слагае-
мое kxe . 

Далее рассматриваем линейные коордитации 3-мерного 
ЛМ-пространства. Координаты точки записываем в виде 

),,( 21 xxx . Формулы коордитации κ  таковы: 
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Теорема. Линейные коордитации 3-мерного ЛМ-про-
странства, не изменяющие его ориентации, составляют 
одуль Ли преобразований, являющийся прямой суммой рас-
трана аффинных преобразований прямой и растрана аффин-
ных преобразований аффинной плоскости. 

# Зададим еще одну линейную коордитацию: 
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Композиция κµ  является линейной коордитацией: 
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Коордитациям сопоставим матрицы 
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Произведение матриц κµ  является матрицей композиции ко-
ордитаций 
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Множество линейных коордитаций ЛМ-пространства относи-
тельно композиции преобразований является группой Ли. 

Коордитациям κµµκ ,,  сопоставим кортежи 

 ),,,( AkDc , ),,,( BmHg , ),,,( BAmkBDHcmg ++ . 

На множестве кортежей определим операцию 
 ),,,( BmHg + ),,,( AkDc  = ),,,( BAmkBDHcmg ++ .  (2) 

Тем самым получена группа Ли кортежей, изоморфная группе 
Ли линейных коордитаций ЛМ-пространства. Каждую из этих 
групп Ли обозначим одним и тем же символом LΚ . Коорди-
тация κ  не изменяет ориентации ЛМ-пространства только 
при 0det,0 >> Ak . Группу Ли коордитаций, не изменяющих 

ориентации ЛМ-пространства, обозначим +
LΚ . На группе +

LΚ  
кортежей зададим внешнюю операцию умножения на дейст-
вительные числа: 

 ),,,( AkDct  = ),,,
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1( tt
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кортежу ),,,( AkDct  соответствует коордитация κt  ЛМ-про-
странства, не изменяющая его ориентации; E  — единичная 
матрица. Имеем одуль Ли +Κ L  коордитаций ЛМ-пространства 

и изоморфный ему одуль Ли кортежей +Κ L . Степени tA  неосо-
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бых квадратных матриц A  второго порядка приведены в [1]. 
Матрица A  может иметь 0, 1, 2 собственных значений, она эк-
вивалентна одной из матриц (соответственно): 

 






 −
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

r , 







ϕϕ
ϕϕ

chsh
shch

r , 







1
01

ϕ
r ; 

их действительные степени таковы: 

 






 −
ϕϕ
ϕϕ

tt
tt

r t

cossin
sincos

, 







ϕϕ
ϕϕ

chtsht
shtcht

r t , 







1
01

ϕt
r t ; 

если AUUM 1−= , то UAUM tt 1−= . 
Выделяем кортежи видов ),,0,( Ekc  и ),1,,0( AD . Корте-

жи каждого из рассматриваемых видов составляют пододуль 
Ли в +Κ L . По виду операций первый из них есть растран Р2 аф-
финных преобразований прямой; второй — растран Р6 аффин-
ных преобразований аффинной плоскости (размерность 6 
складывается из 6 параметров в формулах аффинных преобра-
зований аффинной плоскости). Кроме того, 
 ),,0,( Ekc + ),1,,0( AD = ),1,,0( AD + ),,0,( Ekc = ),,,( AkDc , 

следовательно, имеется прямая сумма растранов 

 +Κ L  = Р2 + Р6. # 

Одуль Ли +Κ L  содержит пододуль Ли +Λ L  линейных колли-
неаций ЛМ-пространства. Это пододуль, представленный кор-
тежами ),1,,( ADc . Кортежи ),1,0,( Ac  составляют 1-мерное 

линейное пространство 1L . Поэтому для одуля Ли +Λ L  линей-
ных коллинеаций ЛМ-пространства справедливо разложение 

 +Λ L  = 1L  + Р6. 

Оно является следствием доказанной выше теоремы. Проти-
воречия с теоремой 3 из [1] здесь нет. Согласно теореме 3 [1], 
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одуль Ли λΛ  ЛМ-преобразований (коллинеаций) является по-
лупрямой суммой растрана и 1-мерного линейного простран-
ства. Рассматривая только линейные коллинеации, получаем 
прямую сумму одулей Ли. 

Заметим, что линейные коордитации могут быть представ-
лены следующими матрицами: 

 























2
2

2
1

2

1
2

1
1

1

00
00

00100
000
00001

aad
aad

kc
. 

Ненулевые блоки матриц соответствуют растам из Р2 и Р6, 
и вид матриц говорит о перестановочности растранов как по-
додулей одуля Ли +Κ L . 
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TRANSFORMATIONS OF ODUL SPACE WITH RASTRAN 

 
The Lie odule of linear transformations of odul space with 

rastran is explored. It is established, that it is the direct sum of 
two rastrans. 




