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О действии структурной группы главного расслоения 
в его касательном пространстве 

 
Показано, что применение дифференцирования по 

групповым параметрам к векторам приводит к уравне-
ниям инфинитезимального действия группы, а в случае 
классического тензора — к тензорному закону Лаптева 
при фиксации точки базы. 
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Рассмотрены два способа проверки правоинвари-
антности подпространств касательного пространства к 
главному расслоению, которые заключаются в нахож-
дении инфинитезимальных смещений образов базис-
ных векторов этих подпространств при отображении, 
индуцированном правыми сдвигами структурной груп-
пы этого расслоения. Первый способ основан на ис-
пользовании координатных представлений базисных ка-
сательных векторов и их дифференцирований по груп-
повым параметрам, второй способ использует диффе-
ренциальные уравнения на базисные векторы. 

 
Ключевые слова: главное расслоение, структурная группа рас-

слоения, действие структурной группы в касательном пространстве к 
расслоению, дифференциалы правых сдвигов, тензор Лаптева. 

 
 

§ 1. О касательном отображении TRg 
на произвольном главном расслоении 

 
В слоях главного расслоения mGX  над многообразием mX  

группа Ли G  действует правыми сдвигами gR , то есть ( )gR A   

( , ) ( , )gR a b a x b  
   , mGXbaA  ),(  , mXa , b  — репер 

слоя в точке A, Gxg  )( 
 . Здесь и далее индексы принима-

ют значения: ;...,,1...,, mji  rmm  ...,,1...,,  . 

При фиксации точки )( ix  базы mX  (то есть при 

0 ji
j

def
i dxx ) слоевые координаты x  становятся парамет-

рами структурной группы G  [5, с. 161], а слоевые формы 



 dxxdxx i
i   расслоения mGX  становятся инвариант-

ными базисными формами 


 dxx  этой структурной 

группы, то есть 
0


i

  . При этом 



  C , где 
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 ][,


 xxxС  — структурные константы, причем 

),( 



 xxxx i , 





x

x
x




, , 






 


xx  (см., например: [3, 

с. 296; 10; 12, с. 107]). В разложениях слоевых форм 

 j j
i j i i ij ix dx x dx x x         

     , 

 i
ix dx x x       

        

справедлива симметрия 



 ii xx  , поэтому будем полагать 

несимметричную по индексам i ,   правую часть разложения 










 xxxxxx i

j
iji

~)~~( ,,   равной нулю (ср. [11]). Условие 

0~~
,,  



 i

j
ij xxxx  выделяет сечение расслоения mGX , про-

должениями слоевых форм которого являются 



  i

j
ij

j
k

k
iji RRxdR  ~  [11]. В работе [4, с. 192] в каче-

стве слоевых форм главного расслоения берутся формы 



  i

j
iji RR  . 

Вычисляя внешний дифференциал форм   и учитывая 

0)( dxD , получим уравнения структурной группы G  

 1
2D C    

   .  (1) 

Известно, что структурные уравнения главного расслоения 
позволяют указать сравнительно простые условия, которые 
при связной структурной группе расслоения могут заменить 
условие правоинвариантности в определении связности на 
этом расслоении, практически весьма трудно проверяемое [6, 
с. 43]. Действительно, для связности с формами 

i
i   ~  такими условиями согласно теореме Картана — 

Лаптева являются сравнения 0   ii )(mod i . 
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Рассмотрим два способа проверки правоинвариантности 
подпространств (распределений) касательного пространства 

),( im eespanTGX   к главному расслоению mGX , которые 

заключаются в нахождении инфинитезимальных смещений 
векторов этих подпространств, подвергшихся действию груп-
пы в пространстве mTGX . Это действие обозначим TRg —

продолжение действия Rg структурной группы главного рас-
слоения в его касательное пространство. 

Первый способ основан на использовании координатных 
представлений базисных (вертикальных, невертикальных и 
горизонтальных) векторов и их дифференцирований по груп-
повым параметрам. Зафиксируем базисные координаты, тогда 
слоевые координаты расслоения становятся параметрами его 
структурной группы [5, с. 161], а дифференциал d  на рассло-

ении становится дифференциалом d  в слое. Дифференциал d  
соответствует произвольным инфинитезимальным смещениям 

касательных к расслоению векторов, а дифференциал d  отве-
чает за инфинитезимальные смещения этих векторов, под-
вергшихся действию TRg группы; 

0)(,0 


didd


. Вычислим 

дифференциал d  вертикальных векторов 

 


xe : 

 de d x e C e


      
        .  (2) 

Для невертикальных векторов ie  координатное представ-

ление 
 



ij
j
ii xxe  при отображении d  переходит в эк-

вивалентное ему инвариантное дифференциальное представ-
ление 

 j
i i j ide e e  

  . (3) 
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Учитывая выражения (2, 3), можно найти образ при отобра-
жении d  для любого касательного вектора. В частности, для 

трансверсальных (горизонтальных) векторов 
 eee iii ~  по-

лучим [7] 

 ( ) ,j
i i j i ide e e 

       (4) 

 ( j
i i i j id      

      ). 

Если 0   ii , то j
j

ii eed ~~  . 

Понятие инвариантности векторов и подпространств в ап-
парате, основанном на применении векторнозначных форм, 
определим следующим образом. 

Определение 1. Подпространство )( auspanL   называется 
инвариантным относительно отображения f, если образ век-
торов au  представляет собой векторнозначную 1-форму со 

значениями в подпространстве L , то есть )()( 1 Lef   . 
В работе [12, с. 29, 31, 105] показано, что дифференциро-

вание параметрических уравнений группы по ее параметрам 
a  приводит к эквивалентным дифференциальным уравнени-

ям )(a
a

y i
i


 




, то есть при бесконечно малом преобразо-

вании группы координаты ),( axfy ii   получают прираще-

ния 
  )( ydy ii  , где 


  daa)(  — базисные инвари-

антные формы группы G. Уравнения 
  )( ydy ii   называют 

уравнениями инфинитезимального действия группы [14]. 
Отображение d  отвечает за инфинитезимальное смещение 

векторов при бесконечно малом преобразовании группы. Из 
выражений (2—4) следует, что вертикальное и ему трансвер-
сальное распределения инвариантны при отображении d . 

Сравнения 0   ii )(mod i  являются условиями право-

инвариантности векторов ie~ . 
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Утверждение 1. Дифференциал d  касательных векторов 

при фиксации точки )( ix  базы и в предположении, что диф-

ференциалы от частных дифференцирований  , j  равны 

нулю, представляет инфинитезимальные смещения векторов 

eTRg , которые будем обозначать )( eTRdedR g

def

g  , то есть 

ededRg  . 

Следовательно, для касательных (вертикальных, неверти-
кальных и горизонтальных) векторов имеем 

 gdR e C e  
   , j

g i i j idR e e e  
  , j

g i i jdR e e  . 

Фактически считаем, что если на главном расслоении вер-
тикальное и ему трансверсальное распределения инвариантны 
при отображении, то это отображение является дифференциа-
лом правого сдвига. 

Координатные представления 

 e x


    , j
i i j ie x x

 

       

переходят в эквивалентные им дифференциальные представ-

ления 

  eed  , 

 eeed ij
j

ii  , а параметры группы — 

в инвариантные формы группы. 
Замечание 1. Дифференциал d , примененный к коорди-

натным представлениям касательных векторов, приводит к 
дифференциальным уравнениям на эти векторы и координат-
ным представлениям векторов 2-го порядка [10]. 

Второй способ использует дифференциальные уравнения 
этих векторов. Дифференциал d  переводит векторы расслое-
ния mTGX  в векторнозначные 1-формы со значениями в каса-

тельном пространстве 2-го порядка mGXT 2 , то есть [8] 

 1 2 2
0 1 1( )m md: TGX T GX     . 

Рассмотрим отображение )( 
 edded i

i  , дей-

ствующее из расслоения mTLX  во множество )(1 mTGX  век-
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торнозначных 1-форм со значениями в касательном простран-
стве mTGX . Найдем результат отображения   на касательных 

векторах из mTGX  и его проекцию на слой, то есть при фикса-

ции точки базы получим 

 
0

( ) i

j
i j i ie e e


  


   , 

0
( ) ie C e


  

  
  .  (5) 

Поскольку фиксируем точку (то есть 0i ), то фактиче-

ски достаточно задать отображение 
 edd  . Отображе-

ние 
0i

  осуществляет действие структурной группы в рас-

слоении mTGX , то есть  

 
0 0

i igdR d de
 

   
 

  .  

Получили, что  

 ddR ig 
0

 ,  

то есть 
0)(,00 


dg ii

ddeddR


 . 

Утверждение 2. Отображение 
0i

  касательных век-

торов e  определяет инфинитезимальные смещения векторов 

eTRg , которые будем обозначать edTRedR g

def

g  , то есть 

0
 igdR


 . 

 
§ 2. О касательном отображении TRg 
на расслоении линейных реперов 

 
В случае расслоения mLX  линейных реперов на многооб-

разии mX  слоевые формы ki
jk

i
k

k
j

i
j xdxx  


 при фиксации 

точки )( ix  (то есть при 0i ) базы mX  являются инвариант-
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ными формами i
j  линейной группы )(mGLL  , то есть 

0
.

i

i i
j j  

    Дифференцируя внешним образом инвариантные 

формы k
j

i
k

i
k

k
j

i
j xdxdxx


  ( i

j
i
k

k
j xx 


) и учитывая 

0)( i
jdxD , 0)( 


i
jxdD , получим уравнения Маурера — Кар-

тана i
k

k
j

i
jD    линейной группы )(mGLL  . Эти урав-

нения можно записать с помощью структурных констант 

 1
2

i ikp l q
j jlq k pD C    .  (6) 

Структурные константы k
q

i
l

p
j

p
l

i
q

k
j

ikp
jlqC    удовле-

творяют условию кососимметричности по двум последним 
вертикальным парам индексов ikp ipk

jlq jqlC C   и не меняются при 

циклической перестановке вертикальных пар индексов 

pik
qjl

kpi
lqj

ikp
jlq CCC  . Используется также обозначение 


























j

i

q

p

l

kC  

(см., например: [4, с. 96]). 
Структурные (ковариантные) уравнения группы L эквива-

лентны контравариантным уравнениям [ , ] .i k ikp q
j l jlq pe e C e   Тен-

зор ikp
jlsC  в [13] называется объектом вертикальной неголоном-

ности. Этот объект хотя и тензор, однако, в нуль его обратить 
нельзя. Таким объектом может быть, например, кручение 
групповой связности в расслоении, ассоциированном с про-
странством центрированных m-мерных плоскостей в n-мерном 
проективном пространстве [2]. 

Рассмотрим оба способа проверки правоинвариантности 
распределений касательного пространства ( , )i

m j kTLX span e e  

к главному расслоению mLX . 
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В первом способе вертикальные векторы можно предста-
вить в двух видах  

 i i k
j k je x    или 

* *
i k i
j j ke x 

*

*
i
k

k
ix

   
  

.  

Вычислим дифференциал векторов i
je  при фиксации точки 

)( ix  базы и в предположении, что дифференциалы от частных 

дифференцирований k
j , i

k

*

  равны нулю. Обозначим  

 *
0, ( ) 0, ( ) 0i d d

d d
    




.  

Для разложения k
j

i
k

i
j xe   получим k

i
j

k
j

i eed i 



0

)( , 

для равносильного разложения i
k

k
j

i
j xe

**

  получим  

 
0

( ) i

j k j
i i kd e e





 .  

Будем полагать 

 j j k k j ikp l q
i k i i k jlq k pde e e C e     ,  (7) 

что согласуется с аналогичными построениями (2) для верти-
кальных векторов на произвольном главном расслоении. Вер-

тикальное распределение )( j
iespanV   инвариантно при 

отображении d . 
Координатное представление невертикальных векторов 

j
k

k
jij

j
ii exxe 


 приводит к выражению для их инфинитези-

мальных смещений 

 j j k
i j i k jide e e   .  (8) 
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Учитывая выражения (7, 8), для трансверсальных (гори-

зонтальных) векторов j
i

i
jkkk eee ~  получим 

 ( )j i i j
k k j jk jk ide e e      ,  (9) 

где l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk d   . Горизонтальное рас-

пределение )~( iespan  инвариантно при отображении d , то 

есть j
j

kk eed ~~  , если 0 i
jk

i
jk  , тогда 0 i

jk
i
jk 

)(mod i . 

Отображение d  отвечает за инфинитезимальное смещение 
вектора при бесконечно малом преобразовании группы; из 
выражений (7—9) следует, что вертикальное и ему трансвер-

сальное распределения инвариантны при отображении d . 
Применяя утверждение 1 соответственно в предположе-

нии, что дифференциалы от частных дифференцирований k
j , 

i
k

*

 , j  равны нулю, для касательных (вертикальных, невер-

тикальных и горизонтальных) векторов имеем 

 i ikp l q
g j jlq k pdR e C e  , j j k

g i j i k jidR e e e   , j
g k k jdR e e  .  (10) 

Замечание 2. Дифференциал d , примененный к коорди-
натным представлениям касательных векторов, приводит к 
дифференциальным уравнениям на эти векторы и координат-
ным представлениям векторов 2-го порядка [8]. 

Для второго способа рассмотрим действие оператора 

)( j
i

i
ji

i deded    на касательных векторах из mTLX  и 

найдем проекции отображений   на слой, то есть при фикса-
ции точки базы получим 

 
0

( ) i

j j k
i j i k jie e e


 


   , 

0
( ) i

j j k k j ikp l q
i k i i k jlq k pe e e C e


  


    . 
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Для горизонтальных векторов получаем [9]:  

 
0

( ) ( ) i

i
g k k i kdR e e e


 


    .  

Поскольку фиксируем точку (то есть 0i ), то фактиче-

ски достаточно задать отображение j
i

i
jded   . Получили 

справедливость утверждения 2: ddR ig 
0

 . Отображение 

0i
  осуществляет действие структурной группы в расслое-

нии mTLX , то есть 
00 


ii

j
i

i
jg deddR


 . 

 
 

§ 3. Классический тензор и тензор Лаптева 
 

Применяя отображение d  (то есть дифференциал в слое, а 
не на расслоении) к классическому тензорному закону, пока-
жем, что тензор Лаптева при фиксации точки базы является 
классическим тензором. Рассмотрим законы преобразований 
для тензора F типа (1, 1) 

 i p i q
j q p jf f x x



 , i p i q
j q p jf f x x



 .  (11) 

Применяя дифференциал d  ко второму равенству, получим 

 i p i q p i q k i i k
j q p j q p j j k k jdf f dx x f x d x f f

 

      , 

то есть приходим к тензорному закону Лаптева 

 0i
jf   ( i i k i i k

j j j k k jf df f f     ),  (12) 

который на расслоении имеет вид уравнений ki
jk

i
j ff    или 

сравнений 0i
jf )(mod k , k

j
i

k
i
k

k
j

i
j

i
j ffdff   . 
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Итак, из преобразований компонент классического тензора 

(полагая i
jj

i

x
y

x





) можно получить уравнения на тензор в 

смысле Г. Ф. Лаптева при 0i . Наличие комбинаций ki
jkf   

в тензорном законе Лаптева указывает на то, что объект задан 

в расслоении с базисными формами k . Пфаффовы произ-

водные i
jkf  являются комбинациями компонент самого объек-

та i
jf , его частных производных по базисным переменным ix  

с коэффициентами — слоевыми координатами i
jk

i
j xx ,  1-го и 

2-го порядка. 
В работе [1, с. 23] применяется интегрирование уравнения 

(12) для получения тензорного закона (112). 
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K. Polyakova 

 
On action of structure group of principal fibre bundle 

in its tangent space 
 

It is shown that application of differentiation in group parameters to 
vectors leads to the equations of infinitesimal action of the group, and to 
the classical tensor law it leads to the tensor law of Laptev under fixing a 
base point. 

We consider two ways of check of right invariancy of subspaces of 
tangent space to the principal fibre bundle, these ways consist in finding 
of infinitesimal shift of images of basic vectors in the subspaces under the 
mapping induced by the right action of the structure group of the bundle. 
The first way is based on using the coordinate representations of basic 
tangent vectors and their differentiation in group parameters; the second 
way uses the differential equations on basic vectors. 

 
Key words: principal fibre bundle, structure group, action of structure 

group in tangent space to fibre bundle, differentials of the right shifts, 
Laptev tensor. 




