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Пучки окружностей, базисными элементами которых  
являются прямая и окружность 

 
Исследуются пучки окружностей, базисными эле-

ментами которых являются прямая и окружность. Рас-
сматриваются три случая расположения базисных пря-
мой и окружности: когда прямая не пересекает окруж-
ность, когда прямая и окружность имеют одну общую 
точку и когда прямая пересекает окружность в двух 
точках. Вводится параметр и записываются уравнения 
новых пучков. С помощью математических преобразо-
ваний полученные уравнения приводятся к канониче-
скому уравнению окружности. Рассматриваемому пара-
метру придаются различные значения и строятся ок-
ружности, входящие в новые пучки. На основе полу-
ченных графиков делается вывод, что пучок с непересе-
кающимися базисными прямой и окружностью образу-
ет гиперболический пучок окружностей, пучок с базис-
ными прямой и окружностью, имеющими одну общую 
точку, образует параболический пучок окружностей, а 
пучок с пресекающимися базисными прямой и окруж-
ностью образует эллиптический пучок окружностей. 
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1. Гиперболический пучок окружностей  

с непересекающимися базисными линиями 
 
Выберем окружность с центром в начале координат и ра-

диусом r и прямую by  , причем прямая и окружность не пе-
ресекаются, то есть 0 rb  (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Расположение базисных элементов пучка 
 

Рассмотрим пучок с базисными окружностью 222 ryx   

и прямой by  . Тогда уравнение пучка имеет вид 

0)( 2222  byryx  . 

Добавим и вычтем 
4

2
 для того, чтобы выделить полный 

квадрат: 

0
442

2 2
22

22 









 bryyx 

. 

Выделим квадрат суммы и перенесем в правую часть ос-
тальные слагаемые, чтобы прийти к аналогу уравнения окруж-
ности   
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Введем новую переменную 
4

2
2   brA . Обозначим 

4

2
2   brAR .                            (2) 

Вернемся к уравнению (1), которое примет вид 
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Утверждение 1. При 0A  пучок с непересекающимися 
базисными прямой и окружностью состоит из окружностей 

(3) с радиусами (2) и центрами в точках 





 

2
;0


C . 

Если 0A , то есть 0
4

2
2 

br , то уравнение (3) за-

дает гиперболический пучок окружностей. 
Если 0A , тогда уравнение пучка примет вид 
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то есть окружность превращается в точку с координатами 


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
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Если 0A , то есть 0
4

2
2 

br , уравнение (3) проти-

воречиво. 
Теорема 1. Пучок линий с непересекающимися базисными 

прямой и окружностью является гиперболическим пучком 
окружностей [1, с. 80] (рис. 2). 
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Рис. 2. Гиперболический пучок окружностей 
 

2. Параболический пучок окружностей  
с касающимися базисными прямой и окружностью 

 
Выберем окружность с центром в начале координат и ра-

диусом r и прямую y = r, тогда прямая и окружность имеют 
одну общую точку (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Расположение базисных элементов пучка 
 

Рассмотрим пучок с базисными линиями 222 ryx   и 

прямой 0 by  [3, с. 70]. Уравнение пучка примет вид 

0)( 2222  byryx  . 

x 

y 
y = r 



Е. М. Шемякина 

173 

Выполняя преобразования, аналогичные рассмотренным 
выше, получим уравнение окружности 
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Если r2 , то уравнение (4) задает точки с координата-

ми  r;0 . 

Теорема 2. Пучок с базисными прямой и окружностью, 
имеющими одну общую точку, есть параболический пучок ок-
ружностей [2, с. 86] (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Параболический пучок окружностей 
 

3. Эллиптический пучок окружностей  
с пересекающимися базисными прямой и окружностью 

 
Выберем окружность с центром в начале координат и ра-

диусом r и прямую by  , причем прямая пересекает окруж-

ность в двух точках при rb 0  (рис. 5). 
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Рис. 5. Расположение базисных элементов пучка 
 
Рассмотрим уравнение пучка с базисными линиями 

222 ryx   [4, с. 112] и прямой y – b = 0, уравнение пучка 
примет вид (3). 

Утверждение 2. Пучком с базисными окружностью и пе-
ресекающей ее прямой будет множество окружностей (1), 
которые существуют при любых значениях λ и имеют цен-

тры в точках 





 

2
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
C  и радиус (2). 

Теорема 3. Кривые пучка с пересекающимися базисными 
прямой и окружностью образуют эллиптический пучок ок-
ружностей [1, с. 82] (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Эллиптический пучок окружностей 
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Выделим частный случай эллиптического пучка окружностей. 
Выберем прямую 0y . Прямая и окружность имеют две точ-
ки пересечения, причем прямая проходит через центр окруж-
ности. Тогда уравнение пучка примет вид 

42

2
2

2
2 







  ryx . 

Откуда непосредственно видно, что уравнение пучка опре-
деляет окружности при любых λ. 
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Pencils of circles with a straight line and circle 
as the basic elements  

 
Submitted on May 31, 2019 
 
Pencils of circles with are a straight line and a circle as the basic ele-

ments are investigated. Three cases of arrangement of a basic straight line 
and a circle are considered: when the straight line does not intersect a 
circle, when the straight line and a circle have one generic point, and 
when the straight line intersects a circle in two points. A parameter is en-
tered and the equations of new pencils of circles are registered. By means 
of mathematical manipulations the obtained equations are given to the 
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initial equation of a circle. Different values are attached to the parameter 
and the circles belonging to new pencils are constructed. Based on the 
obtained graphs it is concluded that the pencil with not intersecting basic 
straight line and a circle forms a hyperbolic pencil of circles, a pencil with 
a basic straight line and a circle having one generic point forms a parabol-
ic pencil, and a pencil with the intersecting basic straight line and a circle 
forms an elliptic pencil. 

 
Keywords: circle, hyperbolic pencil of circles, parabolic pencil of cir-

cles, elliptic pencil of circles. 
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