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Показано, что квантовое преобразование Фурье сохраняет комму-
тационные соотношения между билинейными функциями операторов 
рождения и уничтожения. На основе определения квантового преобразо-
вания Фурье, введенного в рамках модели Изинга, рассмотрены два его 
частных случая. Показано, что один частный случай квантового преоб-
разования Фурье реализуется в модели симметричного светоделителя. 

 
It is shown that the quantum Fourier transform preserves the commuta-

tion relations between the bilinear functions of the creation and annihilation 
operators. Based on the definition of the quantum Fourier transform introdu-
ced in the framework of the Ising model, two of its special cases are considered. 
It is shown that one particular case of the quantum Fourier transform is reali-
zed in the model of a symmetric beam splitter. 
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Введение 
 
Пусть имеется система из n кубитов, состояния которой представ-

ляют собой векторы в гильбертовом пространстве размерности N = 2n. 
Обозначим базисные состояния квантовой системы через ǀj >, где j = 0, 1, 
..., N – 1. Тогда квантовое преобразование Фурье определяется следующим 
унитарным преобразованием этих состояний: 
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Преобразование Фурье базисных функций определяет соответст-
вующее преобразование любого вектора состояния этой системы: 
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Последняя формула представляет собой преобразование Фурье 
комплексных амплитуд вероятности. Заметим, что она в точности соот-
ветствует так называемому классическому дискретному преобразова-
нию Фурье, примененному к столбцу комплексных чисел cj, где j = 0, 1, 
..., N – 1. 

В области квантовых информационных процессов хорошо известны 
квантовые цепи, реализующие квантовое преобразование Фурье [1]. Оно 
применяется и в квантовой теории магнетизма, причем это примене-
ние имеет свою специфику. Например, оно используется в хорошо 
изученной модели Изинга. На основе определения квантового преоб-
разования Фурье, введенного в рамках этой модели, мы рассматриваем 
два его частных случая. В самом простейшем случае квантовое преоб-
разование Фурье может быть ассоциировано с вращением в простран-
стве спиновых состояний. Самое замечательное состоит в том, что эти 
частные случаи квантового преобразования Фурье реализуются в модели 
светоделителя. 

 
Модель Изинга и квантовое преобразование Фурье 

 
Квантовая модель Изинга является идеальным объектом для тести-

рования многих методов. Как известно, гамильтониан одномерной це-
почки Изинга [2], помещенной в поперечное магнитное поле, может 
быть записан в следующем виде: 

1
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ   
N N

x x z
j j j j j

j j

H J h  
 

    , 

где индекс j = 1, …, N нумерует спины в одномерной цепочке Изинга 
длиной N; ˆ j

  — матрицы Паули ( = x, y, z), соответствующие спину с 

номером j; jJ  — локальные константы спин-спиновой связи; jh — ло-

кальное поперечное магнитное поле. Использование периодических 
граничных условий предполагает выполнение равенства 1ˆN

    1ˆ . 
Напомним, что матрицы Паули, относящиеся к различным спинам в 
цепочке, коммутируют: 

'
',  ˆ ˆj j

      = 0 для j .j  

Матрицы Паули, относящиеся к одной позиции в цепочке, удовле-
творяют известному коммутационному соотношению с последующей 
циклической перестановкой верхнего индекса: 

ˆ ˆ,   yx
j j     = 2i ˆ z

j . 

Как известно, фермионизация одномерных спиновых моделей мо-
жет быть осуществлена с помощью преобразования Йордана — Вигне-
ра [3]: 
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Здесь ˆ
jc  и †ˆ

jc  — стандартные бесспиновые фермионные операторы 

с антикоммутационными соотношениями вида 

 †
'ˆ , ̂j jc c  = , 'j j ,  ',  ˆ ˆj jc c  =  † †

' .ˆ ˆ,   0j jc c   

Представление Йордана — Вигнера позволяет преобразовать спи-
новые операторы в локальные фермионные операторы: 

1 ˆˆ   2z
j jn    = (ˆ

jc  + †ˆ )(jc  † )ˆ ˆ
j jc c , 1ˆ ˆx x

j j   = † † †
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
j j j jc c c c    †

1 1 .ˆ ˆ ˆ ˆ
j j j jc c c c   

Тогда фермионный гамильтониан одномерной цепочки Изинга, 
помещенной в поперечное магнитное поле, с учетом периодического 
граничного условия 1

ˆ
Nc  = 1ĉ  примет следующий вид: 

   † † † †
1 1 1 1
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        . 

Для однородной цепочки в однородном поле jJ J , hj = h, поэтому 

гамильтониан упрощается: 

   † † † †
1 1 1 1

1 1

ˆ  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1ˆ 2ˆ
N N
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 

        . 

С самого начала по умолчанию полагалось, что спин с номером j 
локализован в точке с координатой xj и, соответственно, оператор †ˆ

jc

порождает спиновое возбуждение в точке с координатой xj. Переход от 
координатного представления к импульсному (k-представлению) вы-
полняется по формуле 

ˆˆ 1 jikx
j k

k

c b e
N

  , 

где ˆ
kb  — оператор уничтожения спинового возбуждения с импульсом k. 

Для одномерной цепочки с периодом a можно положить xj = ja, где a — 
период. Если положить a = 1, то переход от фермионных операторов ˆ

jc  

и †ˆ
jc в координатном представлении к фермионным операторам ˆ

jb  и 
†ˆ
jb  в k-пространстве определится следующим образом: 

ˆ 1 ˆ ikj
j k
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  ,                                               (1) 

ˆ ˆ1 ikj
k j

j

b c e
N

  . 

Это преобразование также называют квантовым преобразованием 
Фурье. При четном N из периодического граничного условия 1

ˆ
Nc  = 1ĉ  

следует 1ikNe  , которое выполняется при 
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k = 
2 n
N


, n = –  
2
N

 + 1, …, 0, …, 
2
N

.                            (2) 

Хорошо известно, что преобразование (1) сохраняет антикоммута-
ционные (в случае бозонов — коммутационные) соотношения для опе-
раторов ˆ

jc  и †ˆ
jc . Здесь мы покажем, что, более того, оно сохраняет и 

коммутационные соотношения между билинейными функциями опера-
торов рождения и уничтожения. Эти билинейные функции ассоцииру-
ются с операторами проекций спина и легко находятся на основе пре-
образования Швингера — Вигнера [4]: 

†
' '

ˆ ˆ1 ˆ ˆ
2 k kk kS c c

  .                                                (3) 

Здесь полагают, что k, k’ = 1, 2, †ˆ
kc  и '

ˆ
kc  — пара фермионных или бо-

зонных операторов, ˆ   — матрица Паули ( ,  ,  ).x y z   Представление 
Швингера — Вигнера (3) позволяет билинейной функции операторов 
любой пары фермионных (бозонных) мод поставить в соответствие 
оператор проекции спина: 

 ˆ 1
2

c
xS   ( † †

1 2 2 1 )ˆ ˆ ˆ ˆc c c c , 

 ˆ
2

c
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i
S   ( † †

2 1 1 2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ )c c c c                                             (4) 

 ˆ 1
2

c
zS   ( † †

1 1 2 2 .ˆ ˆ ˆ ˆ )c c c c  

На основе (4) покажем, что при N = 2 квантовое преобразование 
Фурье вида (1) можно интерпретировать как поворот в гильбертовом 
пространстве состояний спиновой системы, ассоциированой с рассмат-
риваемыми фермионными модами 1ĉ  и 2ĉ . Действительно, если N = 2, 
то индекс j = 1, 2, а индекс k согласно (2) принимает значения 0 и .  
В этом случае квантовое преобразование Фурье (1) принимает вид 

1 0
ˆ ˆˆ 1 1

       
2 2

ic b e b
  ,                                               (5) 

2
2 0
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2 2
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  . 

Предваряя использование представления Швингера — Вигнера, вве-

дем для операторов 0b̂  и b̂  новые обозначения: 0 1
ˆ ,ˆ  ̂b b b 2b̂  и запи-

шем соотношения (5) в матричной форме: 

1 1

2 2
1

ˆˆ 1
ˆ

11
 

ˆ 12

c b
c b

    
     

      
. 



Теоретическая и экспериментальная физика  

 

80 80

Обратное преобразование имеет вид 

1 1

22

1 11
 

1 ˆ1

ˆ ˆ
ˆ 2

b c
cb

     
           

.                                           (6) 

Из этих соотношений с учетом преобразования (4) немедленно вы-
текает, что операторы проекций спина, ассоциированного с фермион-
ными модами 1ĉ  и 2ĉ , при квантовом преобразовании Фурье транс-
формируются следующим образом: 

   ' ,ˆ  ̂c b
x zS S  

   ' ,ˆ ˆ c b
y yS S                                                       (7) 

   ' ˆ ˆc b
z xS S . 

Здесь 
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b
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2

b
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1 1 2 2 .ˆ ˆ ˆ ˆ )b b b b  

Из преобразования (7) видно, что оно сохраняет коммутационные 
соотношения между билинейными функциями операторов рождения и 
уничтожения. Кроме того, преобразование (7) соответствует повороту 
системы координат, который характеризуется углами Эйлера   0   , 

/2  . 
Если N = 4, то индекс j = 1, 2, 3, 4, а индекс k согласно (2) принимает 

значения –   /2,   0, /2,  .  Использование представления Швинге-
ра — Вигнера предполагает выделение пар фермионных мод. Для 
удобства такого выделения введем дополнительные схожие обозначе-

ния для операторов каждой пары мод: /2 1 /2
ˆ ,   ̂ˆb a b   2 3 1 4 2  ,     ,      ˆ ˆˆ ˆ ˆa c d c d   . 

В этом случае квантовое преобразование Фурье (1) принимает вид 

 1 1 1 2 2

1
      ˆˆ ˆ  ˆ

4
ˆc ia b ia b     ,

 

 2 1 1 2 2

1
     ̂ ˆˆ ˆ  

4
ˆc a b a b     ,                                         (8) 

 1 1 1 2 2

1
     ˆ ˆ ˆˆ  

4
ˆd ia b ia b    ,

 

 2 1 1 2 2

1
     ˆ ˆ ˆˆ ˆ  

4
d a b a b    .

 
Из этих соотношений с учетом представления Швингера — Вигнера 

(4) следует, что при квантовом преобразовании Фурье операторы про-

екций спина, ассоциированного с фермионными модами 1ĉ , 2ĉ  и 1d̂ , 

2d̂ , трансформируются следующим образом: 
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 ˆ c
xS  +      ' '  ,ˆ ˆ ˆd a b

x y zS S S   

 ˆ c
yS  +      ' ' ,ˆ ˆ  ˆd a b

y z yS S S                                            (9) 

 ˆ c
zS +      ' 'ˆ ˆ ̂d a b

z x xS S S  . 

Здесь  
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2

d
xS   ( † †

1 2 2 1 )ˆ ˆ ˆ ˆd d d d ,  ˆ
2

d
y

i
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2 1 1 2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ )d d d d   ˆ 1
2

d
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1 1 2 2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ )d d d d  

 'ˆ 1
2

a
xS   ( † †

1 2 2 1 )ˆ ˆ ˆ ˆa a a a ,  'ˆ
2

a
y

i
S   ( † †

2 1 1 2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ )a a a a   'ˆ 1
2

a
zS   ( † †

1 1 2 2 .ˆ ˆ ˆ ˆ )a a a a  

Из преобразования (9) видно, что и оно сохраняет коммутационные 
соотношения между билинейными функциями операторов рождения и 
уничтожения. 

Далее рассмотрим физическую модель, реализующую частный слу-
чай квантового преобразования Фурье. 

 
Модель светоделителя и квантовое преобразование Фурье 

 

Светоделитель (beam splitter) — это оптическое устройство, позво-
ляющее разделять падающий луч света (например, лазерный луч) на 
два или более лучей. Математическая модель светоделителя рассматри-
вает его как четырехпортовое устройство, то есть черный ящик с двумя 
входными и двумя выходными портами (рис.). 

 

 
 

Рис. Модель светоделителя 
 

Классические поля на входе и выходе светоделителя могут быть за-
писаны следующим образом: 

  1 2
1 2

1
,      ,

2
ik r ik ri t

inE r t e c e c e    
  

   1 2' '
1 2

1
,    [  

2
ik r ik ri t

outE r t e b e b e 
  

, 

где ic  и ib  — амплитуды полей. В модели пассивного светоделителя 

при квантовом описании поля бозонные операторы 1 2
ˆ , ˆc c  и 1 2

ˆ , ̂b b  унич-
тожения фотонов во входных и выходных портах линейно связаны [5]: 
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1 11 12 1

21 22 22

ˆ ˆ
ˆ

 
ˆ
b B B c

B B cb

     
     

      
.                                          (10) 

Требования унитарности матрицы преобразования и сохранения 
бозонных коммутационных соотношений для операторов выходных 
портов приводят к условиям 

ǀB11ǀ2 + ǀB12ǀ2 = 1, ǀB21ǀ2 + ǀB22ǀ2 = 1, B11
*
21B  + B12

*
22B  = 0. 

В работе [5] найдено, что эти условия выполняются с матрицей вида 

B =
cos sin
sin cos

 
 

 
  

. 

Для симметричного (50 : 50) светоделителя θ = π/4, поэтому связь (10) 
операторов уничтожения фотонов в его входных и выходных портах 
принимает следующий вид: 

11

22
1

ˆ 1 11
 

ˆ12

ĉb
cb

     
           

. 

Это выражение в точности совпадает с выражением (6). Заметим, 
что правомерность такого сравнения не вызывает сомнения, ибо кван-
товое преобразование Фурье (1) сохраняет и бозонные коммутацион-
ные соостношения. Таким образом, симметричный (50 : 50) светодели-
тель можно рассматривать как устройство, реализующее частный слу-
чай квантового преобразования Фурье. 
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