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Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу, инфинитезимальные перемещения которого оп-
ределяются формулами 

 dA=A+ I AI, dAI=AI+ I A+ J
I AJ ( n1,J,...I,  ), 

а базисные формы I , I , J
I  проективной группы GP(n), 

действующей в пространстве Pn, удовлетворяют структурным 
уравнениям Картана [1, с.173] 

 D I = J  I
J , 

 D I
J = J  I + K

J  I
K + K

I
J  K , D I = J

I  J . 

Поверхность Xm (1 m<n), рассматриваемая в пространстве 
Pn как многообразие точек [2; 3], задается системой уравнений 

 ia
i

a    ( m1,,...ji,  ; n1,mb,...a,  ), 

причем 
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  a
i

a
i   = a

ij j , 

где  a
i =d a

i + a
b

b
i j

i
a
j , i

j = i
a

a
j

i
j   . 

С поверхностью ассоциируется главное расслоение линей-
ных реперов со структурными уравнениями 

 D i = j  i
j ,  (1) 

 D I
J = K

J  I
K + i  I

Ji ,  (2) 

где 

 I
Ji =  )()( a

i
I
a

I
iJa

a
ii

I
J   ,  (3) 

причем I
J  — обычный, I

i , I
a  — обобщенные символы Кро-

некера [4]. Распишем подробно уравнения (2), чтобы не ис-
пользовать обобщенные символы в обозначении (3): 

 i
jk

ki
a

a
j

i
k

k
j

i
jD   , 

 i
aj

ji
b

b
a

i
k

k
a

i
aD   , 

 a
ij

ja
b

b
i

a
j

j
i

a
iD   ,  (4) 

 a
bi

ia
c

c
b

a
i

i
b

a
bD   ; 

обозначения (3) при этом принимают вид: 

 j
i
ka

a
kk

i
j

i
jk )(   , a

i
j

i
aj   , 

 i
a
j

a
ij   , b

a
ic

c
ii

a
b

a
bi )(   . 

Линейную связность в расслоении (1, 4) зададим с помо-
щью форм 

 ki
jk

i
j

i
j

~   , ji
aj

i
a

i
a

~   , 

 ja
ij

a
i

a
i

~   , ia
bi

a
b

a
b

~   . 

Дифференцируя эти формы внешним образом и применяя тео-
рему Картана — Лаптева, получаем, что система уравнений на 
компоненты объекта линейной связности имеет вид: 
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 li
jkl

i
jk

a
j

i
ak

i
a

a
jk

i
kj   , 

 ki
ajk

i
aj

k
a

i
kj

i
b

b
aj

i
ja   , 

 ka
ijk

a
ij

b
i

a
bj

a
k

k
ij

a
ji   ,  (5) 

 ja
bij

a
bi

j
b

a
ji

a
j

j
bi

a
ib   . 

Записывая [2] уравнения расслоения в компактном виде (1, 

2), а формы связности в виде I
J

~ = I
J — I

Ji i , получаем, что 

объект линейной связности удовлетворяет уравнению 

  I
iJ + I

Ji = I
Jij j ,  (6) 

которое в подробной записи совпадает с системой (5). Струк-

турные уравнения для форм i
j

~ , i
a

~ , a
i

~ , a
b

~  также являются 

подробной записью структурных уравнений для форм I
J

~ . 

Очевидно, это верно и для выражений компонент объекта ли-
нейной кривизны. Для нахождения уравнений на объект ли-
нейной кривизны (в подробной и компактной форме) надо 
предварительно найти уравнения на компоненты пфаффовых 
производных объекта линейной связности, т. е. продолжить 
уравнения (5) и (6). В уравнениях (5) нет обобщенных симво-
лов Кронекера, а в (6) дифференцирование их (как констант) 
дает нули, что не приводит при продолжении к другому ре-
зультату. Это же подтверждается установленным псевдотен-

зорным характером объекта линейной кривизны I
JijR  в ком-

пактной форме [3], т. е.  I
ijJR 0. 

Зададим гиперплоскость Бортолотти точками 
AAB III  , причем 

 i
IiII   ,  (7) 

где J
IJII d   . 

Используя для символа Кронекера I
J  равенство  
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 0d I
J

I
J

K
J

I
K

I
K

K
J

I
J

def
I
J   , 

найдем соотношения, которым удовлетворяют обобщенные 
символы 

 0a
i

I
a

I
i   , 0i

a
I
i

I
a   .  (8) 

При jI   и bI   соотношения (8) в подробной записи стано-

вятся очевидными равенствами, например, 

   a
i

0

j
a

k
i

j
k

j
K

K
i

j
id   

  00 j
i

j
i

k
i

j
k

j
a

0

a
i

j
k

k
i   . 

Однако соотношения (8) оказываются полезны при нахожде-

нии охвата объекта линейной связности I
Ji . Рассмотрим (6) с 

учетом (3): 

  I
iJ  )()( a

i
I
a

I
iJa

a
ii

I
J   ,  (9) 

где символ  означает сравнение по модулю базисных форм 
i . Анализируя сравнения (9), можно предположить, что объ-

ект I
Ji  имеет вид [2]: 

 I
iJi

I
J

I
Ji   ,  (10) 

где 

 a
a
iii   , a

i
I
a

I
i

I
i   ,  (11) 

причем 

 0a
a
iii   , 0I

i  .  (12) 

Применяя дифференциальный оператор  к выражению 
(9), учитывая обозначения (11) и сравнения (12), получим 
сравнения (6), что подтверждает правильность гипотезы 
(10). 



К. В. Полякова 

 121 

Избегая обобщенные символы Кронекера, мы вместо 

уравнения (6) для объекта I
Ji  получаем более подробные 

уравнения (5), которые сложнее для нахождения охватов. 
Подробная запись охвата (10) верна с точки зрения системы 
уравнений (5). 

Вывод. Обобщенные символы Кронекера I
i , I

a , удовле-

творяющие соотношениям (8), представляют собой удоб-
ные понятия, которые существенно упрощают формулы и 
выкладки, что не приводит к ошибкам и противоречиям 
(ср. [5; 6]). 
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APPLIСATION OF GENERALIZED KRONECKER SYMBOLS 
IN SURFACE THEORY 

 
Two approach to giving induced linear connection on a surface 

of projective space are considered. 


