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Как известно, проблема алгебраизуемости для гладких подмногообразий 

проективного пространства состоит в том, чтобы найти дифференциально-

геометрический критерий того, что заданное подмногообразие (несколько под-

многообразий) проективного пространства является некоторым алгебраическим 

многообразием (принадлежат некоторому одному алгебраическому многообра-

зию). В настоящей работе находится дифференциально-геометрический признак 

кубических гиперповерхностей в проективном пространстве. Для гладкой ги-

перповерхности V рассматривается многообразие )(\ VVdiagVV   пар ее раз-

личных точек. На )(\ VVdiagVV   строится трехвалентный ковариантный сим-

метрический тензор C, обращение которого в нуль является необходимым и до-

статочным условием вырождения гиперповерхности V в гиперкубику. Тензор C 

выражается через производные не выше третьего порядка, поэтому этот крите-

рий легко может быть применен для практического распознавания кубических 

гиперповерхностей. Если 1V , 2V , …, pV  – конечная система гиперповерхностей, 

то найденный критерий может быть модифицирован в признак принадлежности 

этих гиперповерхностей одной гиперкубике. 

Условимся, что в дальнейшем индексы будут принимать следующие значе-

ния: nwvu ,,1,0,,,  ; 1,,2,1,,,  nkji  . Кроме того, будем предполагать, 

что 2n . 

Пусть W – вещественное векторное пространство размерности n+1, )(WP  – 

порожденное им проективное пространство, )(: WPWp   – каноническая про-

екция (отображение проективизации). Обозначим через ))(( WPF  многообразие 

всех базисов },,,{ 10 neeeB   пространства W, нормированных условием 

110  neee  . Здесь через neee  10  обозначен определитель, состав-

ленный из координат векторов neee ,,, 10   относительно некоторого фиксиро-

ванного базиса 0B . Каждый базис ))((}{ WPeB u   однозначно определяет 

проективный репер },{ EEu  в )(WP  с базисными точками )( uu epE   и единичной 

точкой )(
0





n

u

uepE . Многообразие ))(( WPF  отождествляется с группой Ли 

)1( nSL , которая изоморфна связной компоненте единицы )(0 nPGL  полной про-

ективной группы )(nPGL . 

Каждый вектор ue  базиса B ))(( WPF  можно рассматривать как гладкую W-

значную функцию ( uu eBe : ) на группе Ли )1(0 nPGL . Поэтому ude  – это 
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гладкая W-значная 1-форма на )1(0 nPGL . Раскладывая ее по базису B про-

странства W, получим: 

u

v

uu ede  .          (1) 

Формы v

u  являются левоинвариантными формами группы Ли )1(0 nPGL  и 

удовлетворяют структурным уравнениям Маурера-Картана: 
v

w

w

u

v

ud   ,            (2) 

01

1

0

0  n

n  .      (3) 

Алгебра Ли группы Ли )1(0 nPGL  изоморфна алгебре sl(n+1) бесследовых 

квадратных матриц порядка n+1. Если X – произвольное левоинвариантное вектор-

ное поле на )(0 nPGL  (т.е. элемент алгебры Ли  sl(n+1), )( u

vXX  , 0uuX ), то зна-

чением формы ude  на X является вектор u

v

uu

v

uu eXeXXde  )()(  , соответствую-

щий инфинитезимальному смещению вектора ue  в направлении X. Каждому диф-

ференцированию X из алгебры Ли  sl(n+1) соответствует инфинитезимальное про-

ективное преобразование, переводящее проективный репер с вершинами 

)( uu epA   в репер с вершинами )( u

v

uu eXpA  . В силу этого, систему равенств (1), в 

которой формы v

u  удовлетворяют уравнениям (2), (3), принято называть уравне-

ниями инфинитезимальных перемещений репера проективного пространства, а 

уравнения (2), (3) – структурными уравнениями проективного пространства [2]. 

Пусть V – гладкая гиперповерхность в )(WP . Обозначим через )(VF  семей-

ство реперов из ))(( WPF , определенное следующим образом: VepA  )( 00 , 

VepA nn  )( , )()(
0

VPTVPTA
nAAi  . Здесь и далее через )(VPTA  обозначается 

проективная касательная гиперплоскость к гиперповерхности V в точке A. Се-

мейство реперов )(VF  является гладким подмногообразием в ))(( WPF . Обозна-

чим через f отображение вложения )(VF  ))(( WPF , а через v

u

v

u f  *  – сужение 

форм v

u  на )(VF . Формы v

u  удовлетворяют уравнениям (2), (3) и уравнениям: 

00

0  n

n  .         (4) 

Если рассмотреть гладкую проекцию 

: )(VF  )(\ VVdiagVV  ,         (5) 

сопоставляющую каждому базису },,,{ 10 neeeB   )(VF  пару точек 0A  и nA  

гиперповерхности V, то многообразие )(VF  можно считать тотальным простран-

ством для главного расслоения { )(VF , )(\ VVdiagVV  ,  , G } со структурной 

группой )(0 nPGLG  , являющейся подгруппой изотропии пары точек 0A , nA . 

Горизонтальными формами расслоения (5) являются линейно независимые  

1-формы { i

0 , i

n }. Интегральными многообразиями вполне интегрируемой си-

стемы Пфаффа 

00  i

n

i          (6) 

являются подмногообразия реперов из )(VF , каждое из которых проектируется в 

фиксированную пару точек ( 0A , nA ) гиперповерхности V. 
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Система форм { i

0 , i

n } содержит две вполне интегрируемых подсистемы: 

00 
i ,               (7) 

0in .               (8) 

Система (7) определяет семейство реперов из )(VF , проектирующихся в пару 

( 0A , nA ) с фиксированной точкой 0A . Аналогично, система (8) определяет семей-

ство реперов с фиксированной точкой nA . При этом, формы { i

0 } образуют базис 

кокасательного пространства к гиперповерхности V в точке 0A , а формы { i

n } 

определяют аналогичный базис в точке nA . Пусть )(
0
VTA  – касательное вектор-

ное пространство к гиперповерхности V в точке 0A , а }{ iv – базис в )(
0
VTA , со-

пряженный кобазису { i

0 }. Каждый вектор iv  можно отождествить с касатель-

ными векторами к проективной прямой iAA0  в точке 0A  (см., например, [3]). 

Аналогично, если }{ iv – базис в )(VT
nA

, сопряженный кобазису { i

n }, то вектор iv  

является касательным вектором к проективной прямой in AA  в точке nA . 

Применяя к системе (4) оператор внешнего дифференцирования и используя 

лемму Картана, получим: 
j

ij

n

i a 0  , jiij aa  ;           (9) 
j

niji a  0 , jiij aa  .         (10) 

Повторяя указанную процедуру к системам уравнений (9) и (10), найдем: 
k

ijk

n

nij

k

jik

k

ikjij aaada 0

0

0 )(   , ikjijk   ;         (11) 
k

nijk

n

nij

k

jik

k

ikjij aaaad   )( 0

0 , ikjijk   .         (12) 

Величины ija  являются компонентами относительно инвариантного тензора 

в точке 0A , который называется асимптотическим тензором гиперповерхности 

V. Величины ija  являются компонентами асимптотического тензора гиперпо-

верхности V в точке nA . В дальнейшем будем предполагать, что гиперповерх-

ность V является тангенциально невырожденной [1], т.е. 0)det( ija  и 0)det( ija . 

Можно показать, что функции ijijij aaA   определяют относительно инва-

риантный тензор на VdiagVVV  \ . Легко видеть, что равенство 0ijA  явля-

ется необходимым и достаточным условием вырождения гиперповерхности V в 

гиперквадрику (подробное доказательство см. в [1]). Действительно, если 

ijij aa  , то из (11), (12) следует (в силу линейной независимости форм i

0 , i

n ), 

что 0 ijkijk  . Поэтому в каждой точке 0A  гиперповерхности V равен нулю 

тензор Дарбу )(
1

1
jkiijkijk a

n
b 


  (здесь jk

ijki a   и jka  – обратный тензор для 

ija ). Но условие 0ijkb  является тензорным признаком гиперквадрики [4]. Об-

ратно, если V – невырожденная гиперквадрика, то в любом репере из )(VF  она 

может быть задана уравнением: 02 0  nji

ij xxxxQ . Так как эту квадрику порож-
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дает относительно инвариантная квадратичная форма, заданная на векторном 

пространстве W, то по основной теореме тензорного анализа имеем: 

0  uv

w

vuw

w

uwvuv QQQdQ ,       (13) 

где 0000  niinn QQQQ , 10 nQ , а   – некоторая 1-форма на )(VF . Раскры-

вая условие (13) для различных пар индексов, получим, что ijijij aaQ  , т.е. 

0ijA . 

Далее будем рассматривать общий случай, когда тензор ijA  является невы-

рожденным для любой пары точек 0A , nA . Величины ijk  и ijk , входящие в 

уравнения (11), (12), не образуют тензоров, а являются геометрическими объек-

тами на V [4]. Обозначим через )(
1

3
jkiijkijk AA

n
B


   и )(

1

3
jkiijkijk AA

n
B


   бес-

следовые части объектов ijk  и ijk  относительно тензора ijA  соответственно. 

Здесь pqi

pq

i AA  , pqi

pq

i AA   и ijA  – обратный тензор для ijA . Кроме того, обо-

значим: ijkijk B
B

c
1

 , ijkijk B
B

c
1

 , где prtlqs

stqrlp BBAAAB   и prtlqs

stqrlp BBAAAB  . 

Несложно проверить, что система функций ijkijkijk ccC   определяет на 

)(\ VdiagVVV   относительно инвариантный трехвалентный симметрический 

тензор. 

Теорема. Тангенциально невырожденная гиперповерхность V с невырож-

денным тензором ijA  является кубической гиперповерхностью тогда и только 

тогда, когда в любом репере из )(VF  имеет место равенство 0ijkC . 

1. Доказательство необходимости. Пусть V – кубическая гиперповерхность 

в )(WP . В репере из )(VF  кубику V можно задать уравнением: 

0wvu

uvw xxxQ ,         (14) 

где 000000  nnninni QQQQ , 1000 nnnQQ . Условие относительной инвариантно-

сти кубической формы wvu

uvw xxxQ  на пространстве W имеет вид: 

0  uvw

p

wuvp

p

vupw

p

upvwuvw QQQQdQ ,      (15) 

где   – некоторая 1-форма на )(VF . Введем обозначения: QQ n 00 , QQ nn 0 , 

iin QQ 0 , ijij QQ 0 , ijnij QQ  . Тогда система (15) перепишется в виде: 

02 0  n

i

j

ij QQ  , 02 0  i

j

nij QQ  ,             (16) 

02)2( 0

0

0  i

i

n

n QQdQ  , 02)2( 0

0  i

ni

n

n QQQd  ,  (17) 

0)( 0

0

0  k

kij

n

ij

n

jiij

k

jik

k

ikjij QQQQQQdQ  ,     (18) 

0)( 00  k

nkijijji

n

nij

k

jik

k

ikjij QQQQQQQd  ,      (19) 

0)( 0

0

0

0  n

ii

j

nij

j

ji

n

ni

j

iji QQQQQQdQ  ,       (20) 
n

ijkijkljk

l

kijl

l

jilk

l

iljkijk QQQQQQdQ )(

0

)( 33   .   (21) 

Дифференцируя тождество 

1QQ ,             (22) 
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получим: 

i

ni

i

i

n

n QQQQ   0

0

0 )(
2

3
.        (23) 

Из (9), (10) и (16) найдем: 

ijij QQa 2 , ijij QQa 2 .             (24) 

Дифференцируя равенства (24), получим: 

)3(2 )( kijkijijk QQaQ  , )3(2 )( kijkijijk QQaQ  . 

Исключая из последних соотношений величины ijkQ , найдем: 

)(6 kijijkijk QAQQ   .           (25) 

Свернув равенство (25) с тензором ijA , получим выражение для коэффициентов 

kQ : 

)(
)1(2

1
kkk AQQA

n
Q 


 .             (26) 

Равенство (25) перепишется в виде: )
1

3
()

1

3
( )) kijijkkijijk AA

n
QAA

n
Q





  , т.е. 

ijkijk BQQB  .              (27) 

Умножим равенство (27) на тензор pqrB  и свернем результат с krjqip AAA : 

pqrijk

krjqip

pqrijk

krjqip BBAAAQBBAAQA   .          (28) 

Аналогично, умножив (27) на pqrB  и свернув результат с krjqip AAA , найдем: 

pqrijk

krjqip

pqrijk

krjqip BBAAAQBBAAQA  .         (29) 

Из равенств (28), (29) получим: 
2222 QBBQ  ,      (30) 

Используя условие (22), из пропорции (30) находим: 
B

B
Q  , 

B

B
Q  . Теперь 

равенство (27) примет вид: ijkijk B
B

B
B

B

B
 . Следовательно, ijkijk B

B
B

B

11
 , т.е. 

ijkijk cc  . Итак, 0ijkC . Необходимость доказана. 

2. Доказательство достаточности. Пусть V – тангенциально невырожден-

ная гиперповерхность в )(WP , для которой тензор ijkC  тождественно равен нулю 

в любом репере из )(VF . Для гиперповерхности V выполняется система диффе-

ренциальных уравнений (4), (9)–(12). Для каждой пары точек 0A , nA  гиперпо-

верхности V определим кубическую гиперповерхность ),( 0 nAAV , которая зада-

ется уравнением (14), имеющим следующие коэффициенты: 

000000  nnninni QQQQ , 
B

B
QQ n 00 , 

B

B
QQ nn 0 , 

ijij a
Q

Q
2

0  , ijnij a
Q

Q
2

 , )(
)1(2

1
0 iiiin AQAQ

n
QQ 


 , 
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)()( 3
2

3
2

kijijkkijijkkij Qa
Q

Qa
Q

Q   . 

Используя дифференциальные следствия уравнения 0ijkC  и учитывая (9)–

(14), можно проверить, что для кубики ),( 0 nAAV  будет выполняться условие ее 

инвариантности (15). Итак, кубическая гиперповерхность ),( 0 nAAV  остается по-

стоянной для любой пары точек 0A  и nA . Но так как кубика ),( 0 nAAV  проходит 

через точки 0A  и nA , то все точки гиперповерхности V принадлежат этой кубике. 

Теорема доказана. 

Замечание. Пусть U и V – пара гиперповерхностей в )(WP . Рассмотрим вме-

сто многообразия реперов )(VF  многообразие ),( VUF  ))(( WPF , определяемое 

условиями: UepA  )( 00 , VepA nn  )( , )()(
0

VPTUPTA
nAAi  . Тогда { i

0 , i

n } – 

горизонтальные формы для расслоения  : ),( VUF  VU  ; { i

0 } – линейно неза-

висимые базовые формы на U ; { i

n } – линейно независимые базовые формы на 

V; }{ ija – асимптотический тензор гиперповерхности U; }{ ija – асимптотический 

тензор гиперповерхности V; }{ ijA  и }{ ijkC  – тензоры на VU  . Равенство 0ijA  

является необходимым и достаточным условием того, что гиперповерхности 

U и V принадлежат одной гиперквадрике, а равенство 0ijkC  эквивалентно 

тому, что гиперповерхности U и V принадлежат одной гиперкубике. Если 1V , 

2V , …, pV  – конечная система гиперповерхностей, то, разбивая гиперповерхно-

сти на пары, найденный критерий может быть применен при доказательстве 

принадлежности всех этих гиперповерхностей одной гиперкубике. 

Отметим, что найденный признак кубических гиперповерхностей отличается 

от обобщенной теоремы Абеля, доказанной М.А.Акивисом в работе [1]. Приме-

нение обобщенной теоремы Абеля в рассматриваемом случае потребовало бы 

анализа локальных характеристик гиперповерхности для каждого набора из трех 

ее точек, лежащих на одной прямой. 
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V.V. K o n n o v 

 

THE CRITERION of CUBIC HYPERSURFACES 

 

The algebraization problem for a smooth submanifold in a projective space is to 

find a differential-geometric criterion at which the given submanifold in a projective 

space becomes some algebraic variety (or some submanifolds in a projective space be-

long to one algebraic variety). In this work the differential-geometric criterion of cubic 

hypersurfaces has been found. For a smooth hypersurface V in a projective space nP  

the manifold )(\ VVdiagVV   of pairs of its various points is considered. The three-

valence covariant symmetrical tensor ijkC  on the manifold )(\ VVdiagVV   is con-

structed. The equality to zero of the tensor ijkC  is the criterion of cubic hypersurfaces. 

The found criterion can be applied when it is necessary to prove that two or more 

hypersurfaces belong to one cubic hypersurface. This criterion contains only deriva-

tives not exceeding the third order and he can be easily applied in practice. 

 

 

 

 

УДК 514.75 

 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НА РЕГУЛЯРНОЙ ГИПЕРПОЛОСЕ 

АФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА 

 

И.Е. Л и с и ц ы н а 

 

(Балтийский военно-морской институт) 

 

Дано задание регулярной гиперполосы SHm , базисная поверхность которой 

несет сопряженную пару S(,*) распределений: распределение  r-мерных ли-

нейных элементов и распределение * s-мерных линейных элементов (s=m-r ). 

Рассмотрены аналитические условия и геометрическая интерпретация голоном-

ности распределений. С помощью фокальных образов, ассоциированных с рас-

пределениями  и *, найдено поле инвариантных нормалей 2-го рода гиперпо-

лосы SHm, которое названо полем ребер Грина. Построено поле нормалей Фосса 

1-го рода гиперполосы SHmAn, которое сопряжено относительно поля соприка-

сающихся гиперквадрик гиперполосы SHm полю ребер Грина. 

В работе придерживаемся следующей схемы индексов: p,q,t,...=1, r ; 

a,b,c,...= r m 1, ;  ,,,...= m n 1 1, ;     , , , ...= m +1,n;  i,j,k,...=1, m ; 

A,B,C,...=1, r, m n 1 1, ; u,v,w,...= r n 1 1, ; Y,J,K,...=1, n . 


