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Нормали на многообразии и порождающие их отображения 
 

Рассматриваются канонические формы 1-го и 2-го по-
рядков на гладком многообразии. Реализуется подход, 
связанный с координатным выражением базисных и 
слоевых форм на многообразии, а также векторов репе-
ров в слоях (касательных векторов 1-го и 2-го поряд-
ков). Показано, что базисные касательные векторы 1-го 
и 2-го порядков являются операторами пфаффовых (обоб-
щенных) дифференцирований 1-го и 2-го порядков 
функций, заданных на многообразии. Рассмотрены нор-
мали на многообразии. Построены отображения из мно-
жества касательных векторов 1-го порядка во множест-
во векторов нормали 2-го, а также 3-го порядка. По-
строены отображения, порождающие горизонтальные 
векторы для простейшей аффинной связности 2-го по-
рядка.  

 

Ключевые слова: дифференциальные формы, касательное про-
странство 2-го порядка, пфаффовы (обобщенные) производные, нор-
мали на многообразии, аффинные связности. 

 
1. Структурные уравнения и деривационные формулы. Ка-

ноническая форма 1-го порядка i
i   (i, j, k = m,1 ) на m-мер-

ном многообразии mX  связывает касательное )( im spanTX   и 
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кокасательное )( i
m spanXT   пространства к этому много-

образию в его текущей точке M, а также соответствует тожде-
ственным преобразованиям этих пространств, то есть  

mTXid , 
mXT

id  . 

Дифференциальные 1-формы i  образуют кобазис, со-
пряженный к подвижному (неголономному) базису }{ i , то 

есть i
jj

i  )( . Каноническая форма является тензорнознач-

ной (см. [2; 4, с. 104]), точнее, тангенциальнозначной. Хотя 
фактически i

i   ∈T*Xm TXm, но значок тензорного 

умножения в форме i
i   будем опускать.  

Реализуем подход, связанный с координатным выражени-
ем базисных и слоевых форм, а также векторов реперов в сло-
ях. Рассмотрим некоторую окрестность многообразия mX , в 

которой текущая точка определяется локальными координа-

тами ix . Слоевые координаты [6, с. 149] i
jx , i

jkx , i
jklx  на мно-

гообразии mX  удовлетворяют соотношениям 0)det( i
jx , 

i
k

j
k

i
j xx 


, i

k
j
k

i
j xx 


 и симметричны по нижним индексам. 

При этом базисные i  и слоевые i
j , i

jk  формы имеют вид 

ji
j

i dxx ,   ki
jk

i
k

k
j

i
j xdxx  


, 

li
jkl

i
sl

s
jk

l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk xxxxxxdx  )(  .       (1) 

Структурные уравнения совокупности базисных i  и сло-

евых i
jk

i
j  ,  форм главного расслоения реперов 2-го порядка, 

построенного над многообразием mX , находятся внешним 
дифференцированием форм (1) (см. [6]). 
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Относительно натурального (голономного) репера 

 i
i x / , ji

ij xx  /2  векторы i , ij  раскладываются 

по формулам [7] 

j
j
ii x 


 ,   l

l
k

k
ijkl

l
j

k
iij xxxx 


 .                  (2) 

Слоевые формы интерпретируются как компоненты инфи-
нитезимального перемещения векторного репера i , ji , удов-

летворяющего деривационным уравнениям 

j
j

iij
j

id   ,  ijk
k

k
k
ijik

k
jkj

k
iijd    ,   (3) 

которые получены дифференцированием векторов (2).  

Пространство ),( ijim
2 spanXT   в текущей точке M мно-

гообразия называется касательным пространством порядка 2, а 
также соприкасающимся пространством порядка 1 [10];  

)3(2
1  mmXdimT m

2 . 

2. Кокасательное пространство 2-го порядка гладкого мно-
гообразия. Операции внешнего дифференцирования и внеш-
него умножения, примененные к дифференциальным 1-фор-
мам, приводят к дифференциальным 2-формам, то есть фор-
мам степени 2. Операции обычного дифференцирования и 
умножения (определенного, например, в [14, с. 8]), применен-
ные к дифференциальным 1-формам, приводят к формам вто-
рого порядка. Пространства форм степени 1 и порядка 1 суть 
одно и то же, тогда как пространства форм степени 2 и поряд-
ка 2 уже не совпадают.  

При умножении внешним образом двух 1-форм простран-

ства mXT  , а также при дифференцировании внешним обра-

зом 1-формы пространства mXT  , коэффициенты которой за-

висят от координат xi точки многообразия, получаются 2-фор-
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мы пространства mXT 2 . Однако в общем случае при внеш-

нем дифференцировании не получается форма пространства 

mXT 2 , например m
ji

j
i LXTdxdxD  .  

Дифференцируя каноническую форму   обычным обра-
зом, получим (см. [1, с. 28; 12]) каноническую форму 2-го по-
рядка 

ij
ji

i
i
j

jidd   )( , 

причем m
2

m
2 XTXTd  )( ;  i

k
kid   , ji  )( m

2 XT , 

ij m
2 XT . Пространство )( m

2 XT  является сопряженным 

касательному пространству 2-го порядка m
2 XT  и называется 

кокасательным пространством 2-го порядка.     
На формах из пространства mm TXXT   обычный диффе-

ренциал действует по закону  

 
mm TXXTd :

m
2

m
2

i
ii

i XTXTddd  )( . 

В этом случае увеличивается как порядок кокасательного 
пространства, так и порядок касательного пространства.  

Условия сопряженности для произвольных (неголоном-
ных, то есть не являющихся натуральными) базиса и кобазиса 
2-го порядка имеют вид: 

i
jj

i
k

kid   ))(( ,   0))((  kl
i
j

jid  , 

)(
2

1
))(( j

k
i
l

j
l

i
kkl

ji   ,  0))(( k
ji  .          

(4)
 

Тогда iid  )( , то есть 
mTXidd  , кроме того 

ijijd  )( , то есть 
mXT

idd 2 . Форма 2-го порядка d  со-

ответствует тождественному преобразованию касательного 

пространства 2-го порядка mXT 2  и его подпространства mTX . 
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Действуя формой d  на ковекторы 1-го и 2-го порядка 

i
ia 

1

,  
ji

ij
i
j

ji
i ada   )(

2

, получим            

,)()(
11

  i
j

ji
i dad  

2 2
( ) ( ) .i j i i j

i j ijd a d a            

Видим, что она соответствует тождественному преобразо-
ванию кокасательного пространства 2-го порядка )( 2

mXT , то 

есть 
)( 2

mXT
idd .  

Каноническая форма 2-го порядка связывает касательное 

mXT 2  и кокасательное )( 2
mXT  пространства 2-го порядка к 

многообразию mX  и соответствует тождественным преобра-

зованиям этих пространств. 
Векторнозначные формы 2-го порядка действуют как в 

пространстве векторов 2-го порядка, так и в пространстве 
ковекторов 2-го порядка. В случае тензорнозначной формы 

m
p

m
r XTXTe  )(  имеем  

m
p

m
r XTueuXTue  )()(:  , 

: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .p r
m me T X e e T X                  

Замечание. Выражение обычного дифференциала канони-
ческой формы   многообразия относительно натуральных репе-

ра и корепера принимает вид: ij
ji

i
i dxdxxdd  2 . Операто-

ры },{ iji   образуют натуральный корепер касательного про-

странства 2-го порядка m
2 XT ; дифференциалы },{ 2 jii dxdxxd  
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образуют натуральный корепер кокасательного пространства 

2-го порядка )( m
2 XT  (см. [3, с. 175; 13; 14]. Ненулевые усло-

вия сопряженности имеют вид  

)(
2

1
)( j

k
i
l

j
l

i
kkl

jidxdx   , i
jj

ixd  )(2 . 

Справедливы включения 

m
2

m XTTX   и },{}{ ijii  , 

  )( m
2

m XTXT  и },{}{ 2 jiii dxdxxddx  . 

3. Пфаффовы (неголономные) производные 1-го и 2-го 
порядков для функции на гладком многообразии. Пусть на 
многообразии mX  задана скалярная функция )( ixff  . Ее 
дифференциал df  определяет в двойственном касательном 

пространстве m
* XT  поле ковектора i

ifdf  , где величины 

fxf j
j
ii 


 являются частными производными по отноше-

нию к кореперу }{ i  и называются пфаффовыми производ-
ными функции f  [5, с. 67], а также обобщенными частными 
производными. Поскольку они возникают в неголономном ко-

репере i , то их можно называть неголономными производ-
ными. 

Пфаффовы производные if  функции f  удовлетворяют 
уравнениям [7] 

j
ij

j
iji fffd       ( jiij ff  ), 

где k
k
ijkl

l
j

k
iij fxfxxf 


  пфаффовы (неголономные) про-

изводные 2-го порядка.  
Обобщая известную для функции f и вектора v формулу 

)(vdffv  , получим лемму. 
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Лемма 1. Касательные векторы 1-го i  и 2-го ij  порядков 

являются операторами пфаффовых дифференцирований 
функций )( ixff  , заданных на многообразии mX , то есть 

справедливо 

)()( ii dff   ,  )()( 2
ijij fdf   , 

где 2d  — дифференциал второго порядка, при этом справед-
ливы обозначения ii fff

i
  )( , ijij fff

ij
  )( .  

Действительно, рассматривая действие дифференциала df  

на базисных векторах i , получим ii fdf )( . Для вычисле-

ния дифференциала второго порядка [3, с. 175] fd 2  продиф-

ференцируем выражение i
ifdf  :  

.)(

)()(

2

2

ts
kl

l
t

k
sl

tsl
st

l
s

sl

i
i

i
j

j
i

i
i

i
i

i
i

fxxfxd

dffxddfdffdfd












 

Тогда получим  

),)((

)))(())((()(

2

2

ij
ts

kl
l
t

k
s

lij
tsl

stij
l
s

sl
ij

xx

fxdfd










 

откуда с помощью условий сопряженности векторов и форм  

2-го порядка (4) следует 2 ( ) .ij ijd f f    

Если в равенстве )()( ii dff    заменить функцию f век-

торами j , то будет иметь место следующая лемма. 

Лемма 2. Для касательных векторов 1-го порядка i , j  

справедливо равенство )()( ijji d   . 
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Действительно, при линейном отображении id , определя-

емом соотношением (3), имеем ( ) .i j ijd     Кроме того,  

( ) ( ) .k l k k l k
i i k j l i k i j kl ij ij k ijj lx lj

x x x x x x    
    




              

Векторы ij  удовлетворяют уравнениям k
ij ijk     , то 

есть инвариантны в совокупности, причем  

,l l
ijk ijk ijk l ij lkx x       ,  

где векторы 

pq
l
ij

q
k

p
l

l
jk

q
l

p
i

l
ik

q
j

p
ll

l
ijklst

t
k

s
j

l
iijk xxxxxxxxxxxxx 


)(  

принадлежат касательному пространству 3-го порядка mXT 3 . 

4. Нормали на гладком многообразии. В [10] нормалью 
(обобщенной нормалью [11]) порядка r в точке M многообра-

зия называется такое подпространство rN  соприкасающегося 

пространства m
r XO , которое имеет пересечение нулевой раз-

мерности с пространством 1rO  и размерность которого явля-

ется дополнительной по отношению к размерности m
r XO 1 , то 

есть m
r

m
rr XOXON  1 . 

Для определения порядка нормали будем использовать по-
рядки касательных, а не соприкасающихся пространств, пола-
гая, что соприкасающееся пространство r-го порядка — это 
касательное пространство (r +1)-го порядка, то есть 

m
r

m
1r XОXT  . Кроме того, в качестве нормалей будем рас-

сматривать также пространства, дополняющие mTX  (а не 

только пространство m
r XT ) до пространства m

r XT 1 . 
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Нормалью порядка r пространства mTX  (многообразия 

Xm) в точке M будем называть подпространство rN1 , дополня-

ющее пространство mTX  до пространства m
r XT , то есть 

m
r

m
r XTTXN 1 . В частности, для пространства mTX  имеем 

нормаль 2
1N : mm XTTXN 22

1   и нормаль 3
1N : 3

1 mN TX   
3

mT X . Эти нормали можно представить в виде 

mm TXXTN \22
1  , mm TXXTN \33

1  . 

Нормалью порядка r + 1 пространства m
r XT  в точке M бу-

дем называть подпространство 1r
rN , дополняющее простран-

ство m
r XT  до пространства m

r XT 1 , то есть 1r r
r mN T X    

1r
mT X  [10]. Например, для пространства mXT 2  имеем нор-

маль mm XTXTN 233
2 \ .   

Теорема. Пусть mm TXXu :  — векторное поле, тогда 

mm XTTXdu 2:   — линейное отображение из касательного 
пространства 1-го порядка в касательное пространство 2-го 
порядка. Причем для базисных касательных векторов 

mmi TXX :  линейное отображение 2
m 1: TXid N    

2 \m mT X TX  поднимает касательный вектор 1-го порядка в 

нормаль 2-го порядка 2
1N ; причем m: TXi jd     

2
1 ( ).ij ijN span      

Отображение id  всем касательным векторам ставит в со-
ответствие векторы нормали 2-го порядка. Такое расщепление 
соприкасающегося пространства определяет простейшую [8] 

(каноническую) аффинную связность i
jk

i
jk x

0

  с формами 

0

0~


 l
i
j

i
j 
 . Эта связность является плоской и симметрич-
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ной. Векторы 
0

ij ij    являются горизонтальными векторами 

для простейшей связности 1-го порядка, а нормаль 2
1N  — го-

ризонтальным подпространством этой связности, то есть 
2

m
2 NXTH   [10; 12].   

Замечание. Размерности расслоений )( 2
mXTT , )(2

mTXT , 

mXT 3  не равны между собой:  

)5()(dim 2  mmXTT m ,   

22 )5()(dim mmmTXT m  ,   

)176(dim 2
6
13  mmmXT m . 

5. Нормали 3-го порядка. Обобщением леммы 2, спра-
ведливой для базисных касательных векторов 1-го порядка, на 
случай базисных касательных векторов 2-го порядка

 
является 

следующая лемма. 
Лемма 3. Для базисных касательных векторов 1-го и 2-го по-

рядка }{ i  , }{ ij   справедливы равенства    

)(  d ,   )(2    d ,   )(2    d , 

то есть производные одних базисных векторов по направле-
нию других базисных векторов равны значениям дифференци-
алов первых векторов на вторых векторах, причем порядок 
дифференциалов равен порядку векторов, вдоль которых про-
изводится дифференцирование. 

Вычисляя pqi
  или действуя линейным отображением 

pqd  на касательные векторы i , соответственно получим рав-

ные выражения 

kl
k
j

l
i

j
pqjkl

l
i

k
q

j
ppq xxxxxx

i



 , 
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( ) ,j j j
pq i pqi j pqi jq pi pj qid x x x           

которые обозначим ipqipqpq d
i ,)(   . 

Второй дифференциал касательных векторов i , то есть 

обычный дифференциал деривационной формулы (31), имеет 
вид 

 
 .

22

j
ik

kk
i

j
k

j
ij

j
i

k
jk

kj
k

j
ij

kj
ijki

d

dd



 




 

Вычисляя ipq
  или действуя линейным отображением 

id 2  на соприкасающиеся векторы pq , соответственно полу-

чим равные выражения 

lk
k
j

l
i

j
pqljk

l
i

k
q

j
pi xxxxxx

pq



 , 

2 ( ) ,j j j
i pq ipq j ipq jq ip jp iqd x x x           

которые обозначим pqipqii d
pq ,

2 )(   . 

Вычисляя ijpq
  или действуя линейным отображением 

ijd 2  на соприкасающиеся векторы pq , соответственно по-

лучим равные выражения. 
Для векторов pqiipq ,, ,   справедливо pqiipq ,,   , причем 

, .j
pq i pq ji      Таким образом, векторы ,,ji pq i   инвариант-

ны в совокупности и определяют нормаль 3-го порядка 

mm TXXTN \33
1   пространства mTX , то есть  

3
1 ,( , ).ji pq lN span     
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Векторы , ,
l

ij k ij k ij klx      инвариантны в совокупности, 

причем для отображения, определяемого векторами нормали 
2-го порядка, имеем   

3 3 2
, , 2: ( ) \ij k m ij k i jk ij k m md TX d N T X T X              . 

Теорема. Пусть mm XTXU 2:   — векторное поле 2-го 

порядка, тогда mm XTTXdU 3:   — линейное отображение 

из касательного пространства 1-го порядка в касательное 
пространство 3-го порядка. Причем для базисных векторов 

2 2:ij m mX N T X    нормали 2-го порядка линейное отоб-

ражение 3 3
2:ij m md TX N T X    поднимает касательный 

вектор в нормаль 3-го порядка 3
2N .     

Обобщая данный результат, можно утверждать, что отобра-
жения, задаваемые дифференциалами базисных векторов нор-

мали r
rN 1 , переводят базисные касательные векторы 1-го по-

рядка в базисные векторы нормали 1r
rN . 

Векторы ,ji  pqiipq ,,    являются горизонтальными век-

торами для простейшей связности 2-го порядка [8; 9]. Тензоры 
кривизны и кручения 2-го порядка в этой связности равны ну-
лю. Действительно, горизонтальные векторы 3-го порядка ijk~   

l
ijkl

l
jkil

l
ikljijkijk L ~    )~( 3

mijk XT  

для простейшей аффинной связности 2-го порядка 2
0

  с ком-

понентами i
jk

i
jk x

0

 , s
kl

i
js

s
jl

i
sk

i
jkl

i
jkl xxxxxL 

00

 имеют вид 

jkiijk ,

0~   . Формы 
0

0~


 l
i
jk

i
jk 

 , 
0

0~


 l
i
j

i
j 
  являются фор-

мами простейшей связности 2-го порядка. 
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Для горизонтальных векторов простейшей связности 2-го 

порядка 2
0

  справедливо разложение  

0

, ,l
ijk ij k jk lix      

0

ij ij    

по базисным векторам 2
1ij N   и 3

, 2 .ij k N   
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Maps generating normals on a manifold 
 

Submitted on May 23, 2019 
 

The first- and second-order canonical forms are considered on a 
smooth m-manifold. The approach connected with coordinate expressions 
of basic and fiber forms, and first- and second-order tangent vectors on a 
manifold is implemented. It is shown that the basic first- and second-
order tangent vectors are first- and second-order Pfaffian (generalized) 
differentiation operators of functions set on a manifold. Normals on a 
manifold are considered. 

Differentials of the basic first-order (second-order) tangent vectors 
are linear maps from the first-order tangent space to the second-order 
(third-order) tangent space. Differentials of the basic first-order tangent 
vectors (basic vectors of the first-order normal) set a map which takes a 
first-order tangent vector into the second-order normal for the first-order 
tangent space of (into the third-order normal for second-order tangent 
space). 

The map given by differentials of the basic first-order tangent vectors 
takes all tangent vectors to the vectors of the second-order normal. Such 
splitting the osculating space in the direct sum of the first-order tangent 
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space and second-order normal defines the simplest (canonical) affine 
connection which horizontal subspace is the indicated normal. This con-
nection is flat and symmetric. The second-order normal is the horizontal 
subspace for this connection. 

Derivatives of some basic vectors in the direction of other basic vec-
tors are equal to values of differentials of the first vectors on the second 
vectors, and the order of differentials is equal to the order of vectors along 
which differentiation is made. 

The maps set by differentials of basic vectors of r-order normal for  
(r – 1)-order tangent space take the basic first-order tangent vectors to the 
basic vectors of (r + 1)-order normal for r-order tangent space. 

Horizontal vectors for the simplest second-order connection are con-
structed. Second-order curvature and torsion tensors vanish in this con-
nection. For horizontal vectors of the simplest second-order connection 
there is the decomposition by means of the basic vectors of the second- 
and third-order normals. 

 
Keywords: differential forms, second-order space, pfaffian (generali-

zed) derivatives, normal on manifold, affine connections. 
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