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ОБОБЩЕННЫЕ СВЯЗНОСТИ 

НА КОМПЛЕКСЕ ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 
В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
В работе рассматривается комплекс )1( mnmK  m-мер-

ных центрированных плоскостей в проективном про-
странстве nP . Показано, что его фундаментальный объ-

ект 1-го порядка состоит из двух псевдотензоров. На 
рассматриваемом комплексе способом Лумисте заданы: 
1) обобщенная аффинная связность, 2) нормальная ли-
нейная связность, 3) обобщенная билинейная связность. 

 

Ключевые слова: проективное пространство, цен-
трированная плоскость, связность. 

 
§ 1. Фундаментальный объект комплекса m(n-m+1)K  

 
Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к под-

вижному реперу }A,A{ I )n,K,J,I( 1 , инфинитезимальные 
перемещения которого определяются формулами 

 I
I AAdA   , AAAdA IJ

J
III   .  (1.1) 

Структурные уравнения проективной группы )n(GP  за-
пишем в виде: 

 I
J

JID   ,  (1.2) 

 )(D K
I
JJ

I
K

JI
J

J
K

I
K   ,  (1.3) 
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 K
K
IID   .  (1.4) 

В пространстве nP  рассмотрим m-мерную центрированную 

плоскость ),(* CLL mm   )1( nm  . Произведем специализацию 

подвижного репера a{ A, A , A }  )n,m,,;m,c,b,a( 11   , 

помещая вершину А в центр С плоскости *
mL , а вершины aA  

— на плоскость *
mL . 

С учетом разбиения индексов уравнения (1.1) удобнее пе-
реписать в виде: 
 

 AAAdA a
a  ,  (1.5) 

 AAAAdA aab
b
aaa  

  ,  (1.6) 

 AAAAdA a
a



   .  (1.7) 

Из формул (1.5) и (1.6) следуют уравнения стационарности 
плоскости *

mL : 

 000    a
a ,, . 

Будем считать формы  a
a ,  базисными. Тогда формы 

  будут линейными комбинациями базисных форм: 

 


  a
aa

a  .  (1.8) 

Это уравнения комплекса )1( mnmK  (ср. [2]). 

Найдем внешние дифференциалы базисных форм  a
a , : 

 ab
b

a
b

baD 
   , b

abab
b

aD 


   , (1.9) 

где 

 a
b

a
b

a
b 

  , abab



   , 

 a
bb

a
b
a

b
a  









  , abab    . 

Нам также понадобятся дифференциалы форм  : 

 








   a
aa

aa
aD .  (1.10) 
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Продолжим систему уравнений (1.8). Для этого продиффе-
ренцируем ее с учетом уравнений (1.9—1.10): 

 
.)(

)(

a
a

ab
abba

b
a

a
ba

bb
aba

0























 (1.11) 

Полученные уравнения можно разрешить по лемме Картана 
двумя основными способами [1]: 

1-й способ — путем вынесения a  из выражения 
 a

a  : 

 
.)(

)(

ab
abba

b
a

a
aba

bb
aba

0






















  (1.12) 

Разрешая данное равенство по лемме Картана, получим: 

 b b b b
a b a a b a ab a b ,        

                   (1.13) 

 















  b

abba
bb

abba
b

a  ,  (1.14) 

причем пфаффовы производные b
aab



  , , aba
b





  ,  удовле-

творяют соотношениям: 

 0][ 
ab , b

a
b

a




  , baab 



  .  (1.15) 

В самом деле, подставляя (1.13) и (1.14) в (1.12), получим 

 0 








  ab
ab

a
ba

b
a

b
b

a
ab

ab , 

откуда с учетом линейной независимости базисных форм сле-
дуют равенства (1.15). 

Уравнения (1.13) удобно переписать в виде: 

 





  b
b

a
b

abba
bb

aba  ,  (1.13’) 

где 

 






  b

a
b

a
b

a  . 
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2-й способ — путем вынесения a  из выражения  a
a  : 

 
.)(

)(

a
a

b
baba

b
a

a
ab

ab
aba

0

























 

Разрешая по лемме Картана, получим 

 





  b
b

a
b

abba
bb

aba  ;  (1.15) 



















  b

abba
b

a
b

baba
b

a  ,  (1.16) 

причем пфаффовы производные b
aab



  , , aba
b





  ,  удовле-

творяют соотношениям (1.15). 
Уравнения (1.16) удобно переписать в виде: 

 















  b

abba
bb

abba
b

a  ,  (1.16’) 

где 

 a
b

a
b

a
b  






  . 

Замечание. Оба приведенных способа являются эквива-
лентными, то есть приводят к одним и тем же следствиям. 

Из полученных уравнений следует 

Теорема 1.1. Совокупность функций },{ a
a




   обра-

зует геометрический объект, состоящий из двух псевдотен-
зоров [3]. 

Объект },{ a
a




   называется фундаментальным объ-

ектом 1-го порядка комплекса )1( mnmK . 

 
§ 2. Расслоение, ассоциированное с комплексом 

 
Из уравнений (1.2 — 1.4) следует, что с комплексом 

)1( mnmK  ассоциируется главное расслоение )(KGs  со 

структурными уравнениями (1.9) и следующими: 
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 )(D b
a
cc

a
b

ca
b

a
c

c
b

a
b  

  ,  (2.1) 

 

   aaa

b
baD ,  (2.2) 

 
),(

)(D

aaa
a

aa
a







































  (2.3) 

 
   ab

b
aaD ,  (2.4) 

 

   a

aD .  (2.5) 

Базой главного расслоения )(KGs  является комплекс 

)1( mnmK , а типовым слоем — s -членная подгруппа стацио-

нарности sG  ( )()1( mnmnns  ) плоскости *
mL . Число s  

равно количеству форм 

  ,,,, a

aa
b . Структурные 

уравнения этой подгруппы получаются из (2.1—2.5) обраще-
нием в нуль базисных форм и имеют вид: 

 a
c

c
b

a
bD   , aa

b
baD 


   , 

 






  D , b

b
aaD   , 

 a
aD  


  , 

где a
a0 , 0 

 
 

 . 

 
§ 3. Обобщенная аффинная связность 

 

Лемма 3.1. Пусть 111  ~ , 222  ~ . Тогда 

 2121212121   ~~ . 

Доказательство. Из условия имеем: 

 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )

.

     
       

     
       

 
 

Отсюда получаем искомое равенство. 
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Зададим обобщенную аффинную связность [4] приемом 
Лумисте с помощью форм: 
 .~,CC~

c
ac

b
ca

bc
a
b

a
bb

abba
b

aa 



    (3.1) 

Найдем внешние дифференциалы этих форм. Используя урав-
нения (1.9, 2.1), получим: 

 

),)((C

dC)(C

dC~D

c
abbb

cc
b

c
b

ab

b
abbc

c
b

c
cb

c
ca

b

ba
b

ab
b

a
b

ba
b

ba










































 (3.2) 

 

).)((d

)(d

)(~D

d
cddc

dd
c

d
c

ac
bc

ac
b

cd
d

c
d

dc
d

da
bc

ca
bc

c
b

a
cc

a
b

a
b

a
c

c
b

a
b





































 

По лемме 3.1 имеем: 

 
b a b a b a c ac

b b bc b c

b c bc a b c bc a c ac
c c b c c bc b c

( )

( C C ) ( C C ) ( ),




  
  

        

        

      

      

 

).()(

)()(~~

h
ah

c
ha

chd
cd

b
dc

bd

a
cd

cd
b

dc
bdd

ad
c

da
cd

c
b

a
c

c
b

a
c

c
b




















 

Подставляя эти выражения в формулы (3.2) для внешних диф-
ференциалов aD~  и a

bD~ , получим: 

 

),()CC(

)CCC(

)CCC(~~~D

c
ac

b
ca

bcc
bccb

c
b

c
baccba

c
abab

b

c
b

a
ccb

aca
b

a
b

ba
b

ba




































).(

)(

)()(~~~D

ac
bd

cad
b

dca
bd

ac
bc

b
a
cc

a
bdc

ad
b

d
c

a
bd

a
bc

c

h
ah

c
ha

chd
cd

b
dc

bd
a
c

c
b

a
b

































 (3.3) 
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Исходя из полученных уравнений, применим теорему Картана 
— Лаптева в обобщенном случае, а именно зададим поле объ-

екта  ac
b

a
bc

aba
b ,,C,CC    уравнениями 

 





  c
ac
b

ca
bc

c
b

a
ccb

aca
b

a
b CCCCC  , 

 









  c

abccab
cc

baccba
c

abab CCCCC  , 

 a a d ad a a a d ad
bc bd c b c d b c c b bcd bc d

  
                      , 

 






  d

acd
b

dac
db

ac
bd

cad
b

dca
bd

ac
b  . 

Подставляя эти дифференциальные уравнения в структурные 
уравнения (3.3), получим: 

 ,~~~ 



  cb

abc
c

bac
b

cba
bc

a
b

ba QQQD   

  ,~~~ 



  dc

acd
bd

cad
bc

dca
bcd

a
c

c
b

a
b RRRD   (3.4) 

где 

 ,)C(CQ a
]dc

d
b[

d
b[

a
]bc[

a
bc    

 ,C)C(CCQ a
db

dcac
d

d
b

d
b

ac
b

ac
b

ac
b     

 abc a bc d c ab
dQ C C ,            

 ,R a
]hd

h
c[b

a
]cd[b

a
bcd    

 ,R a
hc

hd
b

ad
h

h
bc

ad
cb

ad
bc

ad
bc     

 acd a cd h c ad
b b b hR .              

Квадратные скобки обозначают альтернирование по крайним 
индексам или парам индексов в них. 

Утверждение. Система величин  ac
b

a
bc

aba
b ,,C,CC    

задает связность, называемую обобщенной аффинной связно-
стью, причем формы (3.1) этой связности удовлетворяют 
структурным уравнениям (3.4). Объект С образует геомет-
рический объект лишь вместе с фундаментальным объектом 
  комплекса )mn(mK 1 . 
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§ 4. Нормальная линейная связность 
 
Зададим нормальную линейную связность приемом Луми-

сте с помощью форм 

 









  b

bb
b

~  .  (4.1) 

Найдем внешние дифференциалы этих форм, используя урав-
нения (2.3): 

 

).

d(

)

d(~D

b
caaa

b
bba

b

aaaa
a

b
ab

b
abba

b

aaa
a





















































































  (4.2) 

 По лемме 3.1 имеем: 

 
).()()(

)(~~

c
cc

cb
bb

bb
bb

b

b
bb

b


















































 

Подставим результат в уравнения (4.2): 

 

).()(

)

()

(~~~D

c
cc

cb
bb

b

b
caba

b
aa

aa
a

b
abba

b

aaa
a





















































































  (4.3) 

Исходя из этих уравнений, применим теорему Картана — 
Лаптева в случае главного расслоения нормальных линей-

ных реперов, а именно: пусть 
a  и a

  удовлетворяют 

уравнениям 
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 b b b b
a a a a b b a ab a b ,          

                               

 
.b

abba
bb

ca

ba
b

aaaa










































  (4.4) 

Подставляя их в структурные уравнения (4.4), получим 
















  cb

bc
c

bc
b

cb
bc RRRD  ~~~ , (4.5) 

где 

   ,R ]cb[bcbc










    

 ,R c
bb

cc
b

c
b

c
b




















    

    .R cbbcbc












    

Утверждение. Объект 
 a{ , }a

  задает связ-

ность, называемую нормальной линейной связностью, причем 
формы (4.1) этой связности удовлетворяют структурным 
уравнениям (4.5). 

 
§ 5. Обобщенная билинейная связность 

 
Зададим обобщенную билинейную связность приемом Лу-

мисте с помощью форм плоскостной и нормальной линейных 

связностей a
b

~  и 


~ , определяемых равенствами (3.1 2 ) и 

(4.1), а также форм 

 


  b
b

a
b

abaa CC~  .  (5.1) 

Найдем внешние дифференциалы форм a
~ : 

 

b b
a a b a b a

c b b c b b b c
a c a a c a ac

b c c c
ab b a ac b ac b a b c

D ( dC

C C C C )

( dC C C C ).

     
 

       
       

      
 

     

       

       

      

     

     



  (5.2) 

По лемме 3.1 имеем: 
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b b b c c
a b a b a bc b c

b c bc b c bc d d
ac a c b ac a c bd b d

( C C )

( ) ( ) ( C C ),

    


     
  

      

          

      

      

 

b b
a a a b ab

b b b b c c
a b a c cb b ab

( C C )

( ) ( C C ) ( ).

       
   

         
    

      

          

      

      

 
 (5.3) 

Подставим (5.3) в (5.2): 

 
b d b c

a a b a ab dc cab

c c c dc d c b b
ab a b b a db ab d ac ca

D ( C C )

( C C C C )

      
 

        
     

        

         

        

        

    
 

 

b c b c db c
a a a d cb

b cb c b b b c
a a c a c a acb

b c c c
ab ab c b a ac a cb b

( C C )

( C C C )

( C C C ).

     
    

       
     

      
 

     

         

         

    

      

     

 

Пусть величины 
abC , b

aC
  удовлетворяют сравнениям 

 0 cb
aca

b
c

bc
a

b
a CCC 














  , 

 0 cb
c

a
c

bacabab CCC  


 . 

Тогда из обобщенной теоремы Картана — Лаптева следует 

Утверждение. Объект b
a

ac
b

a
bc C,,,{ 

  , }
abC  задает 

обобщенную билинейную связность. 
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A. Kuleshov 
 

GENERALIZED CONNECTIONS ON THE COMPLEX 
OF CENTERED PLANES IN PROJECTIVE SPACE 

 

Complex of centered planes in projective space is investigated. 
It is shown, that its fundamental object of the 1st order is pseu-
dotensor. On this complex the following connections are given: 
1) generalized affine connection, 2) normal affine connection, 
3) generalized bilinear connection. 
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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ ПРИМЕНЕНИЯ 

КОВАРИАНТНОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ  
К ОБОБЩЕННЫМ СИМВОЛАМ КРОНЕКЕРА 

 

Показано, что ковариантные дифференциалы сим-

волов Кронекера , ,I i
J j


     , , 1, ;I J K n  , , 1, ;i j k m  

, , 1,m n      — тождественные нули, а ковариант-

ное дифференцирование безындексных нулей, рассмат-

риваемых как объекты , i
i


  , не имеет смысла. Ис-

пользование такого дифференцирования приводит к не-
корректным результатам. 

 

Ключевые слова: дифференциал, обобщенные сим-
волы Кронекера, распределение, линейный элемент, 
аффинная связность. 

 

В работах [1—3] обобщенные символы Кронекера ,i
J  J

  ис-
пользуются при исследовании аффинной связности А. В. Сто-
лярова [4], ассоциированной с распределением плоскостей. 




