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НЕОДНОРОДНАЯ ГОМОТЕТИЯ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ТОЖДЕСТВА  

ДЛЯ СОЛЕНОИДАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ 
 

Доказана новая серия интегральных тождеств для соленоидальных 
полей. Интерес к этой задаче обусловлен задачами гидродинамики.  

 
There is proved a new set of integral identities. To this problem the inte-

rest is explained by hydrodynamics problems. 
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 Обозначения 
 

Пусть 1 2: , =( , , , ), 2n n
nu R R u u u u n   — произвольное векторное 

поле. Символы , = k
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 и др. означают частное или 

обобщенное дифференцирование;   — оператор Лапласа. Далее коор-
динаты ротора (если размерность = 2,3n )  

       , ,( )=ki k i i kc u u u  (1) 

рассматриваются как элементы кососимметрической матрицы c. Обоб-
щенная матрица Якоби векторного поля u  обозначается символом u . 
Модуль квадратной матрицы a  определяем равенством 

       
1

2 2

,

| |= ( ) .ij
i j

a a  (2) 

Символ ( )l n
pW R  означает соболевский класс векторных полей, ко-

торые имеют все обобщенные производные до порядка l  включитель-
но и суммируемы в степени 1p   вместе со всеми своими производны-
ми. Норма в этом пространстве определяется равенством 

( )
| |

= ,l n pW Rp l

v D v

 
     

где символ ph   означает норму в пространстве ( ).n
pL R  

Соответственно, символ 0 ( )nC R
 означает класс бесконечно диффе-

ренцируемых отображений, обращающихся в нуль вне некоторого ша-

ра. Замыкание класса 0 ( )nC R
 по норме пространства ( )l n

pW R  обознача-

ется через ( ).l n
pW R

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Основная идея для новых тождеств 

 
Классическое интегральное тождество для этих полей восходит к 

теореме Гельмгольца — Вейля о разложении произвольного векторного 
поля на сумму потенциального и соленоидального полей. Позднее в 

работах [1; 2] было показано, что пространство 
3

2( )L R  векторных полей 

допускает разложение в прямую сумму 
3

2( )=L R J G , где подпро-

странства J , G — замыкания в 
3

2( )L R  множеств финитных гладких со-
леноидальных и потенциальных полей соответственно. В [3] были ука-
заны принципиально новые тождества, обобщенные в работе [4] на 
пространства размерности 4n  . В [5] автором указана новая серия тож-
деств, содержащих ротор соленоидального поля, которая получила раз-
витие в [6]. 

Заметим, что для каждого невырожденного линейного преобразова-
ния L  векторное поле 1L u L    — соленоидальное, если таковым явля-
ется поле .u  Поэтому, используя тождество [6] 

,
, , =1

( ) ( ) = 0
n

i j ki kjnR
i j k

u c u c u dx   (3) 

для поля 1 ,L u L    получаем новые тождественные равенства, которые 
позволяют разбить сумму в  (3) на нулевые слагаемые. 

 
Основной результат 

 
Для краткости ограничимся размерностью = 3n . Тогда основное ут-

верждение описывается следующей теоремой. 

Теорема 1. Пусть соленоидальное векторное поле 5 3
2 ( ).u W R


 Тогда для 

любой тройки попарно различных индексов , ,i j k справедливы тождества 

2
, , , , , , , , , , ,3 3= ( ) ,  i ijj k j i jjj k j k i k ijj i j k j k jjj i j k iR R
u u dx u u u u u u u u u dx  (4) 

2 2
, , , ,3 ( )i iii k j j jjj k iR

u u u u dx , , , , , , , , ,3= ( i iij k i k j j jji k i k j k iii i j k jR
u u u u u u u u u    

, , , , , , , , , ) ,k ijj j i k j k iij i j k i k jjj j i k iu u u u u u u u u dx    (5) 

 
2 2

, , , , , , , , , ,3 ( 2 2 ) =i ijj j k j iij i k i ikk j k k j j kkj i k k iR
u u u u u u u u u u dx    

, , , , , , , , , , , ,3= ( i iij j k i k i kkj j k k i j ijj j k i k i iik i j j kR
u u u u u u u u u u u u     

, , , , , , , , , , , ,i jjk j i j k i kkk j i k j k kki i j j k j iik i j i ku u u u u u u u u u u u      

, , , , , , , , , , , , ) .j jjk j i i k j kkk i j k i k kkj j i i k j ikk i k k ju u u u u u u u u u u u dx      (6) 
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Доказательство теоремы 1. Для определенности возьмем значения 

= 1, = 2, = 3,i j k  1
2 3( ) = , , ,

x
L x x x


 
 
 

 где коэффициент   выбран произ-

вольно. Пусть u  — соленоидальное поле класса 
3

0 ( )C R
. В тождестве (3) 

поле u  заменим полем 1L u L    и в интегралах сделаем замену = ( )x L y . 
Тогда равенство  (3) равносильно равенству 

2
4 2

1 1
= 0,A B C D

 
    (7) 

где  
2 3

2,211 3,1 3,311 2,13= (
R

A u u u u   

2,111 3,1 3,2 2,113 2,1 3,1 2,111 3,1 2,3u u u u u u u u u     

                           3,111 2,1 2,3 3,112 2,1 3,1 3,111 2,1 3,2 )u u u u u u u u u dx     (8) 

2 2 2 2
1,111 3,2 2,3 2,222 3,1 3,333 2,1 3,223 2,13= ( ( )

R
B u u u u u u u u u      

2,112 3,1 1,3 3,113 2,1 1,22 2u u u u u u    

1,112 3,1 3,2 2,3 3,1 2,111 1,3 3,2 1,3 2,3( ) ( )u u u u u u u u u u      

2,122 2,133 3,1 3,2 2,122 2,133 2,3 3,1( ) ( )u u u u u u u u     

1,113 2,1 2,3 2,3 3,2 3,111 1,2 2,3 1,2 3,2( ) ( )u u u u u u u u u u      

3,122 2,1 2,3 2,1 3,2 3,331 2,1 2,3 2,1 3,2( ) ( )u u u u u u u u u u      

2,113 1,2 3,1 2,1 1,3 2,223 2,333 2,1 3,1( ) ( )u u u u u u u u u      

3,112 1,2 3,1 2,1 1,3 3,222 3,233 2,1 3,1( ) ( ) ) ,u u u u u u u u u dx              (9) 
 

2 2
1,122 3,2 2,3 1,133 3,2 2,33= ( ( ) ( )

R
C u u u u u u     

 2 2
2,112 1,3 3,113 1,2 2 ,222 2 ,332 1,3 3,12u u u u u u u u     

1,112 2,3 1,3 3,2 1,3 1,222 3,1 3,2 2,3 3,1( ) ( )u u u u u u u u u u      

1,332 3,1 3,2 3,1 2,3 2,122 1,3 2,3 1,3 3,2( ) ( )u u u u u u u u u u      

1,113 1,2 3,2 1,2 2,3 1,223 2,3 2,3 2,1 3,2( ) ( )u u u u u u u u u u      

1,333 2,1 2,3 2,1 3,2 3,221 1,2 3,2 1,2 2,3( ) ( )u u u u u u u u u u     

3,331 1,2 3,2 1,2 2,3 2,113 1,2 1,3( )u u u u u u u u     

2,223 1,2 3,1 2,1 1,3 2,333 1,2 3,1 2,1 1,3( ) ( )u u u u u u u u u u      

3,112 1,2 1,3 3,222 1,2 3,1 2,1 1,3( )u u u u u u u u     

3,332 1,2 3,1 2,1 1,3 2,133 2,3 1,3 1,3 3,2( ) ( ) ,u u u u u u u u u u dx             (10) 
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2 2
2,222 2,233 1,3 3,223 3,333 1,23= (( ) ( )

R
D u u u u u u     

1,222 1,3 3,2 1,3 2,3 1,332 1,3 3,2 1,3 2,3( ) ( )u u u u u u u u u u     

1,223 1,2 3,2 1,2 3,2 1,333 1,2 2,3 1,2 3,2( ) ( )u u u u u u u u u u      

2,223 2,333 3,332 3,222 1,2 1,3( ) ) .u u u u u u dx                (11) 

Линейная независимость функций 4 2 21/ ,1/ ,1,    и равенство (3) 
влекут за собой тождества 

= 0, = 0, = 0, = 0.A B C D  (12) 

В каждом из них векторное поле u вновь заменяем на поле 1L u L   , 

где в этот раз 1
2 3( ) = , ,

x
L x x x


 
 
 

. Аналогичные рассуждения с каждым 

из равенств  (12) приводят к тождествам вида 

        2
2

1
= 0,E F G


   (13) 

из которых следует обращение коэффициентов , ,E F G  в нуль. Каждое 
новое тождество (а их получается 12) совпадает с одним из тождеств в 
формулировке теоремы. Таким образом, утверждение доказано для 
гладких финитных полей. Тогда общий случай очевиден. 
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