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О локальном представлении синектических связностей 
на расслоениях Вейля 

 
В данной работе получены выражения в естествен-

ных локальных координатах для синектического лифта 
А. П. Широкова линейной связности и компоненты тензор-
ных полей кривизны и кручения на расслоении Вейля. 
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Синектические расширения полных лифтов линейных связ-

ностей в касательных расслоениях были введены А. П. Ши-
роковым в 70-е годы прошлого столетия [1; 2]. Он установил, 
что эти связности являются линейными и представляют собой 
вещественные реализации линейных связностей на касатель-
ных расслоениях первого порядка, снабженных гладкой струк-
турой над алгеброй дуальных чисел. Он доказал также суще-
ствование гладкой структуры на касательных расслоениях 

произвольного порядка )(MT k  на гладком многообразии M  

над алгеброй )( kR   плюральных чисел. Изучая голоморфные 

линейные связности на )(MT k  над алгеброй )( kR  , А. П. Ши-
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роков получил вещественные реализации этих связностей, ко-
торые назвал синектическими расширениями линейной связ-
ности, заданной на M . Естественным обобщением алгебры 
плюральных чисел является алгебра А. Вейля, а обобщением 
касательного расслоения — расслоение А. Вейля. В работе [3] 
показано, что синектическое расширение линейных связно-
стей, заданных на гладком многообразии, можно построить и 

на расслоениях А. Вейля M , где   — алгебра А. Вейля. 
Геометрия этих расслоений изучалась многими авторами — 
А. Моримото, В. В. Шурыгиным и др. Подробный разбор этих 
работ можно найти в [3]. 

В настоящей работе изучаются синектические лифты ли-
нейных связностей, заданных на расслоениях А. Вейля. 

 
Напомним, что алгеброй А. Вейля над полем R  называется 

линейная алгебра  , являющаяся коммутативной, ассоциатив-
ной, обладающая единицей и максимальным нильпотентным 
идеалом  , таким, что факторалгебра  /  изоморфна алгебре 
R . 

В дальнейшем будем считать, что единица алгебры   отож-
дествлена с единицей поля R , а остальные базисные элементы 
выбраны в идеале  . 

ПустьM  — гладкое многообразие класса C  размерности 

n, )(MC  — вещественная алгебра гладких класса C  функ-

ций, заданных на M  и принимающих значения в R . Обозна-

чим через 
qM  множество всевозможных гомоморфизмов-

 )(: MCjq , где Mq , удовлетворяющих условию-

))(mod()(  qffjq . Множество 
Mq

qMM


  )(  можно ес-

тественным образом наделить структурой гладкого многооб-
разия над алгеброй   и гладкой структурой над R  [1]. Отоб-

ражение MM : , определенное условием qjq )( , 
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называется канонической проекцией, а тройка ),,( MM   — 

расслоением А. Вейля. Функция f , определенная условием 

)()( fjjf qq   для каждого гомоморфизма qj , называется 

естественным продолжением функции f , а функция 

ff )0(  — вертикальным лифтом функции )(MCf   с 

M на M . 

Обозначим через   векторное пространство линейных 
форм, заданных на  как на векторном пространстве, прини-
мающих значения в поле R  действительных чисел. 

Пусть )(, nMCfa   . Зададим функцию 

RMf
a


 :

)(
 равенством  faf

a


)(
. Пусть ),( ixU  — 

карта гладкой структуры на M . Тогда функции  e
ii xx )( , где 

e  — элементы дуального к базису    алгебры  , опреде-

ляют координатные функции в карте )(1 U . Векторные поля 

 
iii

x






  составляют поле натурального репера в карте 

)(1 U . При помощи этих функций можно определить лифты 

векторных полей с M  на M . Пусть a  — любой фик-

сированный элемент алгебры , X  — произвольное гладкое 

векторное поле на M . На расслоении M  существует един-

ственное векторное поле ,X )a(  удовлетворяющее условию 

)()(

)( )(
abb

a XffX
   

для любой функции )(MCf  . В этом равенстве * ab  

определяется по правилу )()( abbbab   . Для векторного 

поля X  можно построить его естественное продолжение X  
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на 
nM . Оно задается условием   )(XffX  для любой 

функции )(MCf  . Векторное поле X
~

 на  является голо-

морфным тогда и только тогда, когда 

).1...,,1,0(
~  NXX  


  Линейная связность ~ , заданная 

на M , называется голоморфной, если векторное поле Y
X

~~
~  

является голоморфным для любых голоморфных векторных 

полей X
~

 и Y
~

, заданных на M . 

Имеет место 

Предложение 1. Линейная связность X
~

, заданная на рас-

слоении Вейля ,M  голоморфна тогда и только тогда, когда 

на базе M этого расслоения существует такая линейная связ-
ность 0 , тензорные поля )1...,,2,1(  N  — тен-
зорные поля типа (1,2), что выполняется тождество 


  )),((

~
YXY

X 
 . 

Определение. Вещественной реализацией линейной связ-

ности ~  называется линейная связность R
~

 на M , если для 

любых ba,  и любых векторных полей X  и Y выполняется 
равенство 

( )

( ) ( )( )a

R b ab

X X
Y Y

    . 

Вещественную реализацию R  обозначим через sh  и бу-
дем называть синектической связностью А. П. Широкова. От-
сюда следует тождество 

( )

( ) ( )( ( , ))a

sh b ab

X
Y X Y


   .                      (1) 

Положим 

i
i
jkk 




j
, 

).1...,,2,1,0(),(  Ni
i
jkkj    
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Отметим, что i
jk

i
jk 0 . 

На )(1 U  положим 





i

i
jkkj

sh  ),( . 

Из соотношений (1) для синектической связности sh  сле-
дует, что 

  


 )),((),( kjkj
sh  , 

где    — базис алгебры  , причем 10  . Поэтому 

 
    .)()()( )( 


















 



i
i
jki

i
jki

i
jki

i
jk   

Отсюда 

 




  )( i

jk
i

jk  .                            (2) 

Так выражаются коэффициенты синектической связности 
sh  через i

jk  и структурные постоянные алгебры Вейля. 

Для полного лифта )0(  связности  , поскольку 

)0(0   , из формул (2) получим следующие формулы 

для коэффициентов: 

 




  )( i

jk
i

jk  .                             (3) 

В частном случае, когда алгебра   является алгеброй ду-
альных чисел )(R , формулы (2) дают известные соотноше-

ния для вычисления коэффициентов полного лифта линейной 
связности на касательном расслоении ( ).T M  Если   являет-

ся алгеброй плюральных чисел )( rR  , то по формулам (2) 

вычисляются коэффициенты синектического лифта линейной 

связности на касательном расслоении ( ).rT M  
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Заметим, что в силу коммутативности и ассоциативности 
алгебры Вейля   из формул (2) следуют соотношения 

i
jk

i
jk





  .                                     (4) 

Из соотношений (2) и соотношений 



  0  следует, что 

 




  )(0 i

jk
i

jk  ;                              (5) 

 

  )(00 i

jk
i

jk  ;                                (6) 

00  i
jk
  при 0  или 0 ; )0(

00
0 )( i

jk
i

jk  . 

Предложение 2. Коэффициенты i
jk

  синектической связ-

ности sh  удовлетворяют условиям 

1) ;0i
jk

i
jk








    

2) ;0 i
jk

i
jk








    

3) ;000 i
jk

i
jk 





    

4) ;000 i
jk

i
jk 





    

5) .00i
jk

i
jk 





    

Доказательство. В формулах (2) коэффициенты 
  опре-

деляются условием 




  )( . 

В силу коммутативности и ассоциативности алгебры   
эти коэффициенты можно представить следующим образом: 

.)( 









    

Поэтому из формул (2) получим 

 .)( 







  i

jk
i

jk   
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Отсюда в силу (5) следует, что 

.0i
jk

i
jk








    

Соотношения 1) доказаны. Остальные соотношения явля-
ются следствиями (1) и (4). 

Пусть shsh RT ,  — тензорные поля кручения и кривизны 
соответственно. Положим 

,),( 



i

i
jkkj

sh TT   



i

i
jkljlk

sh RR  ),( . 

Левые части этих равенств можно вычислить на основе ра-
венств 

)(
TT sh  , )(

RRsh  . 

 )()( )),((),(),(
 







kjkikj
sh TTT  

 
 

 
  .)()()( 















 



i
i
jki

i
jki

i
jk TTT

v

  

Отсюда 

 




  )( i

jk
i

jk TT  .                              (7) 

Аналогично 

 )()( )),((),(),(
 







jlkjlkjlk
sh RRR  

 
 

 
  ,)()()( 















 



i
i
jkli

i
jkli

i
jkl RRR

v

  

поэтому 

 




  )( i

jkl
i

jkl RR  .                             (8) 

Если )0(sh , то из (7) и (8) получим 

 




  )( i

jk
i

jk TT  , 

 




  )( i

jkl
i

jkl RR  , 

где i
jkT  — составляющие тензорного поля кручения i

jklRT,  — 

составляющие тензорного поля кривизны связности  , задан-

ной на базе nM  расслоения Вейля M  . 
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On the local representation of synectic connections on Weil bundles 
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Synectic extensions of complete lifts of linear connections in tangent 

bundles were introduced by A. P. Shirokov in the seventies of the last 
century [1; 2]. He established that these connections are linear and are 
real realizations of linear connections on first-order tangent bundles endo-
wed with a smooth structure over the algebra of dual numbers. He also 
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proved the existence of a smooth structure on tangent bundles of arbitrary 

order ( )kT M  on a smooth manifold M over the algebra ( )kR   of plu-

ral numbers. Studying holomorphic linear connections on ( )kT M  over 

an algebra ( )kR  , A. P. Shirokov obtained real realizations of these con-

nections, which he called Synectic extensions of a linear connection defi-
ned on M. A natural generalization of the algebra of plural numbers is the 
A. Weyl algebra, and a generalization of the tangent bundle is the 
A. Weyl bundle. It was shown in [3] that a synectic extension of linear 
connections defined on M a smooth manifold can also be constructed on 

A. Weyl bundles M  , where is the A. Weyl algebra. The geometry of 
these bundles has been studied by many authors — A. Morimoto, 
V. V. Shurygin and others. A detailed analysis of these works can be 
found in [3]. 

In this paper, we study synectic lifts of linear connections defined on 
A. Weyl bundles. 
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