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Построение поля плоскостей Нордена — Тимофеева  
гиперповерхности, оснащенной распределениями 

 
В проективном пространстве продолжается иссле-

дование гиперповерхности, несущей тройку сильно вза-
имных подрасслоений. Построено поле инвариантных 
плоскостей Нордена — Тимофеева, внутренним обра-
зом присоединенное к гиперповерхности. 

 
Ключевые слова: гиперповерхность, распределение, плоскость 

Картана, плоскость Кёнигса, точка Кёнигса, плоскость Нордена — 
Тимофеева. 
 

В работе индексы принимают следующие значения: 

1,1,  n ; rtqp ,1,,  ; 1,1,,  nrwvu ; 

mrji ,1,  ; 1,1,  nm . 

В проективном пространстве nP  рассматривается гиперпо-

верхность 1n , несущая тройку сильно взаимных (Ʌ, L, E)-под-

расслоений [1]. Гиперповерхность 1n  является специальным 
классом трехсоставного сильно взаимного распределения 

nPVH   [2] в случае, когда оснащающее H-подрасслоение 
голономно, при этом основные структурные подрасслоения 
VH-распределения связаны соотношениями 
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)()()( 0100 AHAMA nmr  ,  

 )(),()( 000 ALAAM srm  ,  

 )(),()( 01001 AEALA mnsrn   ,  

 )(),()( 01001 AEAA mnrsn    , 

)()()( 0001 ALAMA smrn  ,  

)()()( 0001 AAMA rmsn   , 

где )( 01 Arn  , )( 01 Asn  , )( 01 AE mn   — характеристики 

гиперплоскости )( 0AH  при смещениях центра 0A  вдоль ин-

тегральных кривых Ʌ-, L-, M-подрасслоений. 
Построим поле оснащающих плоскостей Картана Ф-под-

расслоения гиперповерхности 1n . Плоскость )( 0AL  пересе-

кает многообразие )(1  r
rn   по фокальному многообразию 

)(1  r
s  порядка r  и размерности 1s , то есть 

)()()( 01010 AAAL r
s

r
rn    : 

 0px , 0nx , 0x , 0det 0  ip
iq

p
q xx  .  (1) 

Линейная поляра 1sl  центра 0A  относительно многообра-

зия r
s 1  (1) определяется уравнениями: 

 0px , 0nx , 0x , 000  i
i xx  , (2) 

где p
ipi r

 10  , 
 0

000
iii  . 

Плоскость )( 01 Als  (2) может быть также получена, как 

пересечение плоскости Картана )( 01 AC rn   Ʌ-подрасслоения и 
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плоскости )( 0AL , то есть )()()( 00101 ALACAl rns   , при-

чем уравнения плоскости Картана )()( 001 ANAC rnrn    имеют 

вид 

,0,0000  np
n

pn
n

v
v xxxxx   

где p
vpv r

 10  , 
 0

000
vvv  , 

)(
10 p

n
t
n

n
tp

p
npn r

  , 
 0

00000
nn

v
nvp

p
nn  . 

Плоскость )( 01 Als  (2) является нормалью 2-го рода теку-

щего элемента L-подрасслоения. 
Аналогично определим плоскость  

)()()( 010102 AEACA mnrnmn   ,  

которая относительно локального репера 1R  задается уравне-
ниями 

 0px , 0nx , 0ix , 000  
 xx   (3) 

и является нормалью 2-го рода элемента Е-подрасслоения в 
точке 1 nA . 

Плоскость )](),([)( 020102 AAlA mnsrn    , натянутая на 

плоскости )( 01 Als  (2) и )( 02 Amn   (3), задается уравнениями 

0,0  pn xx , 000  v
v xx  , 

то есть является осью оснащения Картана Ʌ-подрасслоения в 
данной точке 1 nA  . 

Найдем фокальное многообразие ),( 1
1  


r
rn

r N  нормали 

1-го рода )](),([)( 01001 AAAN r   элемента Ф-подрасслое-

ния (Ф-плоскости): 
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









,0)(det

,0
0 nu

n
w
n

n
wv

u
nv

pu
pv

u
v

nv
n

v

xxx

xx




   (4) 

полученное при смещениях центра 0A  вдоль интегральных 

кривых Ф-подрасслоения: 











.)(,,

,0,0
:)(

1
0
0

0
0

0
00

00






vvvvv

pn

d
 

Фокальное многообразие ),( 1
1  


r
rn

r N  представляет со-

бой r-мерное алгебраическое многообразие порядка ,rn 1  

соответствующее нормали )( 01 AN r . 

Линейную поляру )( 0ACr  центра 0A  относительно фокаль-

ного многообразия ),( 1
1  


r
rn

r N  (4) зададим уравнениями 

 










,0

,0
000 n
n

p
p

nv
n

v

xxx

xx




  (5) 

где v
pvp rn


1

10


 , 

 0
000
ppp  , 

)(
1

10 v
n

u
n

n
uv

v
nvn rn

 


 , 


 0

00000
nn

p
npv

v
nn  . 

Плоскость (5) является плоскостью Картана )(C v
nr   

)A(N r 01  [3] Ф-подрасслоения в данном центре 0A . При 

выборе другого поля инвариантных нормалей }{
*

v
n  1-го рода 

Ф-подрасслоения уравнения плоскости Картана в данной точ-
ке 0A  примут вид 
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,0,0 0
*

00
*

 n
n

p
p

nv
n

v xxxxx   

где )(
1

1 ***
0

*
v
n

u
n

n
uv

v
nvn rn

 


 , 


  0

0
*

000
*

0
*

nn
p
npv

v
nn  . 

Отсюда следует, что плоскость  

][][)( 0
0

01 AAKA pppr    

есть ось оснащающих плоскостей Картана в нормалях 1-го 
рода )( 01 AN r  Ф-подрасслоения в данной точке 10  nA  : 

 0vx , 0nx , 000  p
p xx  .  (6) 

Отсюда вытекает 
Теорема 1. Для пучка нормалей 1-го рода )( 01 AN r  плос-

кости )( 0A  в данном центре 10  nA   все плоскости Кар-
тана этого пучка проходят через неподвижную плоскость 

)( 01 Ar  (6) — ось пучка плоскостей Картана )( 0ACr  плос-

кости )( 0A . 

Если охват объекта }{ v
n  взять в виде qp

n
v
pq

v
n

def
v
n r

 1
 , 


 0

v
n

v
n

v
n  , то в данной точке 10  nA   плоскость 

Картана )( v
nrC   (5) является плоскостью Кёнигса, а точка 

)()(ˆ
001 ACAK rn    — точкой Кёнигса нормали }{ v

n  и 

имеет строение вида nv
v
np

p
nnn AAAAK   0

0ˆˆ , где 

p
npnn  000ˆ  , 

 0
00000 ˆˆ nnp

p
nv

v
nn  , 

   v
v
np

p
nnn AAAAXAA   ;;)( 0001 , 

)()( 001 ANA rn . 
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Плоскость )]();([)( 010202 AAA rrnn    , натянутую на 

ось )( 02 Arn   пучка плоскостей Картана в нормалях 1-го 

рода )( 0AN rn  плоскости )( 0A  и на ось )( 01 Ar  оснащаю-

щих плоскостей Картана в нормалях 1-го рода )( 01 ANr  плос-

кости )( 0A , следуя работе [2], назовем плоскостью Нордена — 

Тимофеева [4] композиции );(  . В локальном репере 1R  

плоскость )( 02 An  задается уравнениями 

 0nx , 000  
 xx ,  (7) 

где 

 };{ 00 o
vp

def

  , 
  0
000  .  (8) 

Отметим, что поле инвариантных плоскостей )( 02 An  Нор-

дена — Тимофеева внутренним образом присоединено к ги-
перповерхности 1n  в дифференциальной окрестности 2-го по-

рядка. Таким образом, имеет место 
Теорема 2. Неголономная композиция );(   взаимных  

Ʌ, Ф-подрасслоений в дифференциальной окрестности 2-го 
порядка порождает на гиперповерхности 1n  поле ее внут-

ренних нормалей 2-го рода в смысле Нордена — поле внутрен-
них плоскостей Нордена — Тимофеева )( 02 An  (7), опреде-

ленное полем квазитензора }{ 0
  (8). Построенное поле осна-

щающих плоскостей )( 02 An  гиперповерхности 1n  не за-

висит от выбора нормалей 1-го рода Ʌ, Ф-подрасслоений. 
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Construction of the field of Norden — Timofeev planes 

of hypersurfacese quipped with distributions 
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In the projective space the research of a hypersurface with three stron-

gest mutual subbundles continues. The field of the invariant Norden — Ti-
mofeev planes is constructed that is internally attached to the hypersurface. 

 
Keywords: hypersurface, distribution, Cartan plane, Koenigs plane, 

Koenigs point, Norden — Timofeev plane. 
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