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Из соотношений (5) и (6) получаем, что 0=βγ
jkR . Отсюда сле-

дует, что 0=αβγ
σ

h
ijkR . Таким образом, доказана 

Теорема. Следующие условия эквивалентны: 
1) пространство ),( RR

mnM ∇  — локально проективно плоское; 
2) пространство ),( RR

mnM ∇  — локально плоское. 
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It is proved that real realization of the holomorphic linear connec-

tion is local projectively flat if and only if the connection ∇  is local flat. 
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К ГЕОМЕТРИИ ПОВЕРХНОСТИ ЭННЕПЕРА 
 

В евклидовом пространстве 3E изучается поверх-
ность Эннепера. В процессе исследования используется 
система компьютерной математики Maple [1]. 
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В евклидовом пространстве 3E рассмотрим поверхность 
Эннепера [2, c. 252] 
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Координаты первой )( ijgg  и второй ),,()( 21=jibb ij  

квадратичной форм [3, с. 108] имеют вид: 
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Так как 00 1212 == bg , , то координатные линии есть линии 

кривизны; главные кривизны поверхности 21 ,kk  равны 
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Гауссова 21kkK =  и средняя )kk(
2
1H 21 += кривизны по-

верхности Эннепера примут вид: 

 .,)( 01
9
64 422 =++−= − HvuK   (4) 

Так как 0=H , то поверхность минимальная. Минималь-
ные поверхности моделируются с помощью мыльных пленок, 
затягивающих замкнутый проволочный контур. 

Рассмотрим уравнения геодезической линии [4, c. 142] 
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поверхности Эннепера. Имеем: 
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  (5) 

 
Замечаем, что линии кривизны 0:,0: 21 == vu γγ  удов-

летворяют системе (5),т. е. являются геодезическими. С другой 
стороны, геодезические линии кривизны есть плоские линии 
[5]. Плоские геодезические являются линиями симметрии по-
верхности Эннепера [6,c.34]. 

Из (5) следует, что гауссова кривизна в точках пересечения 
этих линий наименьшая. 

Используя математический пакет Maple 8,построим рас-
сматриваемую поверхность и рассматриваемые линии: 

 

               
 

 
 
Поверхность Эннепера 

u=-1... 1, v=-1... 1 
Поверхность Эннепера 

u=-2... 2, v=-2... 2 
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Список литературы 
 
1. Васильев А. Н. Maple 8. М., 2003. 
2. Шуликовский В. И. Классическая дифференциальная геомет-

рия. М.,1963. 
3. Погорелов А. В. Дифференциальная геометрия. М., 1969. 
4. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геомет-

рии. Т. 1. М., 1981. 
5. Chen Bang-Yen, Verheyen Paul. Submanifolds with geodesic nor-

mal section // Mathematische Annales. 1984. T. 269. № 3.  
6. Минимальные поверхности / Под ред. Р. Оссерман. М., 2003. 
 

M. Cheshkova 
 

TO GEOMETRIES OF SURFACE ENNEPER 
 

In Euclidean space are studied surface of Enneper. In the proc-
ess of study is used system computer mathematics MAPLE.  

Поверхность Эннепера 
u=-10... 10, v=-10... 10 

Замкнутый контур 

Плоские геодезические 
на поверхности Эннепера 

 

Замкнутый контур 
на поверхности Эннепера 




