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To geometries of the Mobius band and the Klein bottle 

 
We consider in the Euclidean space the Mebius band and the Klein 

bottle. The examples of these surfaces are constructed using the mathe-
matical paskage Maple. 
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1 
Классификация пространств проективной связности 

 
В n-мерном пространстве проективной связности Картана 

nnP ,  из тензора проективной кривизны-кручения выделен тен-

зор аффинной кривизны-кручения, содержащий тензор круче-
ния. Доказано, что аналоги тождеств Риччи — Бьянки инвари-
антны лишь в пространстве с реальным кручением, когда тен-
зор кручения выражается через одновалентный тензор. При 
продолжении структурных уравнений гладкого многообразия 
с помощью леммы Лаптева определены голономные и полу-
голономные многообразия. Тождества Риччи — Бьянки позво-
лили показать полуголономность пространства проективной 
связности nnP , , которая сохраняется в пространстве без круче-

ния nnP , . Введен тензор неголономности пространства nnP , , 
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обращение которого в нуль выделяет голономное простран-

ство nn
H P , . Произведена классификация пространств проек-

тивной связности Картана. 
 
Ключевые слова: проективная связности Картана, тензор кри-

визны-кручения, тождества Риччи — Бьянки, лемма Лаптева, голо-
номность, полуголономность. 

 
§ 1. Тождества Риччи  Бьянки 

в пространстве проективной связности 
 
Пространство проективной связности Картана nnP ,  имеет 

размерность n как гладкое многообразие и размерность n(n+2) 
как расслоение центропроективных реперов. Структурные 
уравнения пространства nnP , )2( п  запишем в виде [1; 2] 

 i j i i j k
j jkD S        ,  (1) 

 i k i i k i i k l
j j k j k j jklD R                 ,  (2) 

 j j k
i i j ijkD R        ,  (3) 

где n,1,...i  , коэффициенты при внешних произведениях ба-

зисных форм i  антисимметричны по двум индексам 

 ( ) ( ) ( )0, 0, 0i i
jk j kl i jkS R R   ,  (4) 

где круглые скобки обозначают симметрирование. 
Картан ввел пространство проективной связности nnP ,  как 

обобщение проективного пространства Pn. Действительно, 
уравнения (13) обобщают структурные уравнения проек-
тивной группы GP(n), эффективно действующей в простран-
стве Pn [1; 2]: 

 i j i
jD    , 
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 i k i i k i
j j k j k jD             ,  (5) 

 j
i i jD    . 

Естественно предполагалось, что объект },,{ ijk
i
jkl

i
jk RRSR  , 

называемый кривизной-кручением, является тензором. Тогда 
при 0R структурные уравнения (13) пространства nnP ,  

становятся уравнениями (5) проективной группы GP(n). 
Найдем дифференциальные уравнения компонент объекта 

кривизны-кручения R и аналоги тождеств Риччи  Бьянки. 
Продифференцируем внешним образом дифференциальные 
уравнения (13), приведем подобные члены и вынесем про-
изведения базисных форм 

 
0])([  kjli

jkl
m
kl

i
mj

m
lj

i
mk

i
jk RSSSSS 

, 

 
,0])

([




lkmp

lm
i
jpk

p
mk

i
jpl

jlm
i
kklm

i
jj

i
klm

m
kl

i
j

i
jkl

SRSR

RRSSR





  

(6) 

 
,0])([  kjlm

klimj
m
ljimkl

l
ijkijk SRSRRR 

 

где тензорный дифференциальный оператор  действует сле-
дующим образом: 

 
l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
jk

i
jk SSSdSS  

. 

На основе кубичных уравнений (6) составляем дифферен-
циальные уравнения 

 
, ,

,

i i l l l
jk jkl ijk ijk l ijkl
i i m i i m
jkl j kl m kl j jklm

S S R R R

R S S R

  
   

    
   

  (7) 

причем в соответствии с условиями (4) пфаффовы производ-
ные компонент тензора кривизны-кручения R антисимметрич-
ны по двум индексам 
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.0,0,0 )()()(  ljki

i
mklj

i
ljk RRS

 

Теорема 1. Объект кривизны-кручения },,{ ijk
i
jkl

i
jk RRSR   

пространства проективной связности Картана Pn,n является 
тензором, компоненты которого удовлетворяют дифференци-
альным уравнениям (7). Тензор проективной кривизны-кручения R 

содержит тензор аффинной кривизны-кручения },{ i
jkl

i
jk RSR  , 

который включает тензор кручения i
jkS . 

Подставим дифференциальные уравнения (7) в кубичные 
уравнения (6), вынесем базисные формы из квадратных ско-
бок, тогда альтернированные коэффициенты при тройных 
внешних произведениях базисных форм должны обратиться в 
нуль 

 
,0][][][][  i

jkl
m
kl

i
jm

m
lj

i
km

i
jkl RSSSSS

 

 
,0][][][][][  p

lm
i

kjp
p
mk

i
ljp

i
klmjklm

i
j

i
klmj SRSRRRR   

 
,0][][][  m

kljim
m
ljkimjkli SRSRR

 
где квадратные скобки обозначают альтернирование по трем 
индексам. Во всех квадратных скобках есть антисимметричная 
пара индексов, поэтому альтернирование преобразуем в цик-
лирование, приведем подобные и получим аналоги тождеств 
Риччи  Бьянки (см.: [3]): 

 
,02 }{}{}{ 

i
jkl

m
kl

i
jm

i
jkl

defi
jkl RSSSI

 

 
02 }{}{}{}{ 

p
lm

i
kjp

i
mkljklm

i
j

i
klmj

defi
jklm SRRRRII  ,  (8) 

 
,02 }{}{ 

m
kljimjkli

def

ijkl SRRIII
 

где фигурные скобки обозначают циклирование по трем ин-
дексам. 
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§ 2. Особенность кручения 
пространства проективной связности 

 

Для нахождения условий инвариантности тождеств (8) про-
должим дифференциальные уравнения (7) компонент тензора 
кривизны-кручения R. Запишем уравнения (7) подробно, про-
дифференцируем с помощью структурных уравнений (13), 
вынесем базисные формы, приведем подобные и используем 
оператор  

 
,0](...)[  lmi

jklm
i
jklS 

 

 

[ ( ) ( )

2 (...) ] 0,

i i p i p i i
jklm m jkl j klm p mkl klm j
i i i i p m
jkl m jml k jkm l jklmp

R R S R S

R R R

    
    
    

     
 

 
.0](...)

3[




lm

ijklmm
m
ijkliljk

jilkkijllijkijkl

RR

RRRR




 

Разрешим квадратичные уравнения по лемме Картана, за-
пишем результат в виде сравнений по модулю базисных форм 
и опустим невыписанные слагаемые 

 0 (mod )i m
jklS   , 

 
,0)()(

2





j
i
klm

i
mklp

p
klm

i
j

p
jkl

i
m

l
i
jkmk

i
jmlm

i
jkl

i
jklm

SRSR

RRRR





  

(9) 

 
.03  m

m
ijkliljkjilkkijllijkijkl RRRRRR 

 
Проциклируем эти дифференциальные сравнения по трем 

индексам и приведем подобные 

 { } 0,i
jklS   

 { } { } { } { } { }( ) ( ) 0,i p i i p i i
j klm j kl m j klm p mkl klm jR R S R S           (10) 

 { } { } { } { } 0.m
i jkl i jk l jkl i i jkl mR R R R        
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Исходя из тождеств (8), введем обозначения 

 { } { }2i i m i
jkl m j kl jklA S S R  , { }2 m

ijkl im j klC R S , 

 
p

lm
i

kjp
i
mkljklm

i
j

i
jklm SRRRB }{}{}{ 2  . 

С помощью дифференциальных уравнений (7) получим 
сравнения 

 
0}{}{  j

i
klm

m
kl

i
j

i
jkl SSA 

, 02 }{  p
m
kl

p
jimijkl SRC  , 

 
.022 }{}{

}{}{





j
q
lm

i
kqp

q
lm

p
kq

i
j

p
i
m

p
kljp

p
klm

i
j

i
jklm

SSSS

RRB




 

Прибавим эти сравнения к соответствующим сравнения 
(10) и используем обозначения (8): 

 { } { } 0i i m i
jkl j kl m jk lI S S      ,  (11) 

 0i i p i
jklm j klm p klm jII I I      ,  (12) 

 0m
ijkl ijkl mIII II    .  (13) 

Из дифференциальных сравнений (11) видно, что объект 
i
jklI  образует тензор только в совокупности с тензором круче-

ния i
jkS , поэтому, тождества (81), вообще говоря, не инвари-

антны. Но они должны выполняться, так как являются следст-
виями структурных уравнений (1). 

Преобразуем сравнения (11) 

 { } { }( ) 0i i m i m
jkl j kl jk l mI S S      . 

Объект i
jklI  будет тензором в пространстве Pn,n лишь при 

выполнении системы линейных однородных уравнений 

 { } { } 0i m i m
j kl jk lS S   .  (14) 
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Раскроем циклирование, свернем по индексам l, m и при-
ведем подобные 

 ( 1) 0i i i
j k k j jkS S n S      ,  (15) 

 i i
k ik kiS S S   .  (16) 

Следовательно, 

 
1

( )
1

i i i
jk j k k jS S S

n
  


.  (17) 

Получили решение (17) следствия (15) системы уравнений 
(14). Подстановка выражений (17) в систему (14) приводит к 
тождествам. Сворачивание уравнений (14) по индексам i, l 
приводит к той же формуле (17). Свертки по другим индексам 
также не дают новых решений системы (14). Значит, (17) — 
единственное нетривиальное при 0kS решение системы 

(14), которое назовем реальным кручением. 
Теорема 2. Аналог тождеств Риччи (81) инвариантен в 

пространстве проективной связности Pn,n тогда и только 

тогда, когда тензор кручения i
jkS  выражается через одно-

валентный тензор kS  по формуле (17). 

Следствие. В пространстве проективной связности без 
кручения nnP ,  тождества (81) инвариантны. 

Действительно, система (14) удовлетворяется тривиаль-

ным решением 0i
jkS , которое дает формула (17) при 0kS . 

Вывод. В пространстве проективной связности Картана 

nnP ,  справедлива формула (17), поэтому пространство nnP ,  

может обладать только реальным кручением. 

В силу тождеств Риччи 0i
jklI  сравнения (12) принимают 

тензорный вид 0 i
jklmII , поэтому инвариантен аналог тож-
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деств Бьянки 0i
jklmII . В этом случае сравнения (13) имеют 

вид 0 ijklIII , поэтому инвариантен 3-й аналог тождеств 

Риччи  Бьянки 0ijklIII . 

Теорема 3. В пространстве проективной связности Кар-
тана nnP , ,обладающем лишь реальным кручением (17), инва-

риантны три аналога тождеств Риччи  Бьянки (8). 
 

§ 3. Полуголономное и голономное пространства  
проективной связности 

 
Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие Mn со струк-

турными уравнениями Лаптева [4]: 

 i j i
jD    .  (18) 

Продолжая их, получим 

 i k i k i
j j k jkD        ,  (19) 

причем согласно лемме Лаптева [4] выполняется условие 

 [ ]0 0i j k i j k
jk jk            , 

которое раскрывается следующим образом: 

 [ ]
i i l
jk jkl   ; ( ) 0i

jk l  , [ ] 0i
jkl   { } 0i

jkl  .  (20) 

В общем случае, когда 0i
jkl , т. е. формы i

jk  несиммет-

ричны: 0][ i
jk  будем говорить о полуголономном гладком 

многообразии Mn (ср.: [5; 6]). В особом случае 

 0i
jkl   [ ] 0i

jk   

назовем Mn голономным гладким многообразием n
H M . Нако-

нец, если 0i
jk , то будем называть Mn тривиальным гладким 

многообразием. 
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Исследуем степень нетривиальности пространства проек-
тивной связности Pn,n. Преобразуем структурные уравнения (1) 
к виду (18), тогда 

 i i i k
j j jkS    .  (21) 

Найдем внешние дифференциалы этих форм с помощью 
структурных уравнений (1, 2): 

 
( ) ( ) .

i k i i k i
j j k j k j

i i m k i i m k l
jk jm k jkl jm kl

D

dS S R S S

       
   

      
     

  (22) 

Преобразуем 1-е слагаемое, выражая формы i
j  из ра-

венств (21): 

.li
ml

km
jk

li
ml

m
j

i
m

km
jk

i
m

m
j

i
m

m
j SSSS  

 
Здесь во 2-м и 3-м слагаемых воспользуемся обозначением 

(21) непосредственно 

.li
ml

km
jk

li
ml

m
j

i
m

km
jk

i
k

k
j

i
k

k
j SSSS  

 
Подставим это выражение в формулу (22) и внесем сла-

гаемые с базисными формами и их произведениями в соответ-
ствующие скобки 

 
.)( lki

ml
m
jk

m
kl

i
jm

i
jkl

ki
jk

i
j

k
k

i
j

i
k

k
j

i
j

SSSSR

SD









 
Воспользуемся дифференциальными уравнениями (71) для 

компонент тензора кручения i
jkS , объединим слагаемые с 

внешними произведениями lk    и проальтернируем коэф-
фициенты при них по индексам k, l: 

 ,i k i i k i i k l
j j k j k j jklD                R   (23) 

 [ ] [ ]
i i i m m i i
jkl jkl jm kl j k l m j klR S S S S S   R .  (24) 
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Подставим структурные уравнения (23) в виде (19), где 

 i i l i i
jk jkl j k k j       R .  (25) 

Произведем альтернирование 

 [ ] [ ]
i i l
jk jk l R .  (26) 

С целью проверки условия (204) проциклируем коэффици-
енты этих форм 

 

  
   .)
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}{3
1

2
1

2
1

2
1

3
1

3
1

}]{[

i
jkl

i
ljk

i
klj

i
jkl

i
jlk

i
ljk

i
lkj

i
klj

i
kjl

i
jkl

i
[lj]k

i
[kl]j

i
[jk]l

i
ljk

RRRRR(R

R(RR(RRRRR





 
Эти выкладки показывают, что справедлива 
Лемма. Альтернирование по двум индексам внутри цикли-

рования по трем индексам можно опустить, если по другой 
паре индексов имеется антисимметрия. 

Циклируем выражение (24) с помощью Леммы: 

 
.02 }{}{}{

}{}{}{}{}{




i
jkl

i
jkl

m
kl

i
jm

i
jkl

i
jkl

i
ml

m
jk

m
kl

i
jm

i
jkl

i
jkl

ISSSR

SSSSSRR

 
Поскольку выполняются тождества 

 {[ ] } { } 0,i i
jk l jkl R R

 
доказана 

Теорема 4. Пространство проективной связности Кар-
тана Pn,n является полугономным n-мерным гладким многооб-
разием. 

Используя выражения (24) величин i
jklR  и дифференциаль-

ные соотношения (71,3, 91) для компонент тензоров i
jkl

i
jk SS ,  и 

объекта i
jklR , получим 

 0i i m i
jkl j kl m kl jS S     R , 
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откуда следуют сравнения для коэффициентов i
ljk ][R  из фор-

мулы (26): 

 [ ] [ ] [ ]( ) 0.i i m m i
jk l j k l j k l mS S     R  

Эти сравнения примут тензорный вид 0][  i
ljkR  лишь в 

случае 

 [ ] [ ] 0i m m i
j k l j k lS S   . 

При lm   получим 

 [ ] [ ] 0i l l i
j k l j k lS S   . 

Используя обозначение (16) и антисимметрию компонент 

тензора кручения i
jkS , найдем 

 1
[ ] 2 ( )i i i i

jk j k j k k jS S S S       , 

что совместимо с формулой (17), когда 

 0 0i
k jkS S   . 

Теорема 5. Равенства 0][ i
ljkR  инвариантны лишь в про-

странстве проективной связности без кручения nnP ,  
)0( i

jkS , 

из которого они выделяют голономное пространство проек-

тивной связности nn
H P , . 

 
§ 4. Классы пространств проективной связности 

 

Среди пространств проективной связности nnP ,  
главное 

место занимает пространство без кручения nnP , , в котором 

тензор кручения обращается в нуль: 0i
jkS . Дифференциаль-

ные уравнения (73) упрощаются 

 i i m
jkl jklmR R   .  (27) 



Ю. И. Шевченко 

155 

Теорема 6. В пространстве проективной связности без 
кручения nnP ,  

тензор проективной кривизны-кручения R вы-

рождается в аналог тензора центропроективной кривизны 

},{ ijk
i
jkl RRR  , компоненты которого удовлетворяют диф-

ференциальным уравнениям (27, 72), причем тензор R  содер-

жит аналог тензора аффинной кривизны i
jklR . 

В случае 0i
jkS  уравнения (71) дают 0i

jklS , поэтому 

тождества Риччи  Бьянки (8) принимают вид 

 { } 0i
jklR  , { } { } { }

i i i
j klm j klm j kl mR R R    , { } 0i jklR  ,  (28) 

а обозначение (24) становится переобозначением i
jkl

i
jkl RR . 

Совокупность коэффициентов в формуле (26) назовем объ-
ектом неголономности пространства nnP , , потому что его ан-

нулирование 

00 ][][][  i
jk

i
ljk

i
ljk R R  

характеризует голономное пространство nn
H P , . 

Если обращается в нуль тензор аффинной кривизны-
кручения 

00,0  i
jklm

i
jkl

i
jk RRS , 

то упрощаются дифференциальные уравнения (72): 

 l
ijk ijklR R   .  (29) 

и тождества Бьянки (282): 

 { } { } 0i i
j klm j kl mR R   .  (30) 

Свертывая их по индексам i и j, получим 

 { } 0klmR  .  (31) 
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Подставим тождества (31) в выражения (30) и раскроем 
циклирование 

 0i i i
jkl m jlm k jmk lR R R     .  (32) 

Положим mi   и приведем подобные 

 
0)2(  jklRn

.  (33) 

Другие свертки тождеств (33) приводят к тому же. Тожде-
ства (33) при 2n  пропадают, а при 2n  дают 0jklR . 

Теорема 7. В пространстве проективной связности без 
аффинной кривизны-кручения nnP ,

 , тензор проективной кри-

визны-кручения R вырождается в тензор ijkR , компоненты 

которого удовлетворяют дифференциальным уравнениям 
(29). При 2n  имеем 0ijkR , поэтому тождества Риччи  

Бьянки исчезают, а при 2n  они принимают вид (31, 283). 
Наконец, если обращается в нуль тензор проективной кривиз-
ны-кручения R: 

00,0,0  jklmijk
i
jkl

i
jk RRRS , 

то тождества Риччи  Бьянки исчезают и в случае 2n . 
Утверждение. Пространство проективной связности без 

проективной кривизны-кручения nnP ,
 является локально-проек-

тивным пространством со структурными уравнениями (5), 
особым случаем которого служит проективное простран-
ство Pn, в котором эффективно действует проективная 
группа GP(n) с теми же структурными уравнениями. 

В пространствах nnP ,
 , nnP ,

  и Pn формулы (25, 26) имеют вид 

0, ][  i
jkj

i
kk

i
j

i
jk  , 

т. е. эти пространства являются нетривиальными голономными 
гладкими многообразиями. 
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Изобразим рассмотренные классы пространств проектив-
ной связности на схеме 

 nnnn PP ,,          
),2(,,,

22,22,22,2




nPPPP

PPPP

nnnnnnn
H

H

 

где стрелка показывает переход к особому случаю предшест-
вующего пространства. 
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Yu. Shevchenko 

 

The classification of spaces of projective connection 
 

The affine curvature-torsion tensor containing torsion tensor is extracted 
from the projective curvature-torsion tensor in an n-dimensional space with 
Cartan projective connection. It is proved that analogs of Ricci  Bianchi 
identities are invariant in the space with objective curvature, when torsion 
tensor is expressed in terms of one-valent tensor. Holonomic and semi-
holonomic manifolds are defined by prolonging a smooth manifold structure 
equations by means of Laptev’s lemma. The Ricci  Bianchi identities let to 
show that the space with projective connection nnP ,  is semi-holonomic 

which survive in a torsion-free space nnP , . We introduce tensor of non-holo-

nomicity for the space nnP , , if it vanishes there is holonomic space nn
H P , . 

The classification of Cartan projective connections is accomplished. 




