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НОРМАЛЬНАЯ АФФИННАЯ СВЯЗНОСТЬ СТОЛЯРОВА, 

АССОЦИИРОВАННАЯ С РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ  
ПЛОСКОСТЕЙ 

 
В проективном пространстве рассматривается рас-

пределение плоскостей. Над проективным пространст-
вом возникает ассоциированное с распределением 
обобщенное расслоение нормальных аффинных репе-
ров. В этом расслоении задана аффинная связность 
А. В. Столярова с помощью объекта связности, состоя-
щего из тензора связности и объекта обычной нормаль-
ной линейной связности. Получены выражения объек-
тов кручения и кривизны нормальной аффинной связ-



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

 158 

ности Столярова. Показано, что объекты кручения и 
кривизны являются тензорами, каждый из которых со-
держит простой и простейший подтензоры. 

Выделен канонический случай, когда тензор связ-
ности равен нулю. В этом случае установлен геометри-
ческий смысл трех совокупностей компонент, обра-
зующих тензор кручения. Доказано, что каноническая 
нормальная аффинная связность Столярова без кручения 
характеризуется голономностью распределения, полув-
нутренней и симметрической линейной подсвязностью. 

 
1. Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к под-

вижному реперу {A, AI} (I,…= n,1 ), деривационные формулы 
вершин которого имеют вид: 
 dA= I

IAA ω+ϑ , .AAAdA II
J
III ω+ω+ϑ=  

Структурные формы I
JI

I ,, ωωω  проективной группы GP(n), 
эффективно действующей в пространстве Pn, удовлетворяют 
уравнениям Картана (см., напр., [1, с. 173]) 
 ,D I

J
JI ω∧ω=ω  ,D J

J
II ω∧ω=ω  

 ).(D J
I
KK

I
J

I
JK

I
JK

KI
K

K
J

I
J ωδ−ωδ−=ωω∧ω+ω∧ω=ω  

В пространстве Pn рассмотрим m-распределение, т. е. n-па-
раметрическое семейство Sn центрированных m-плоскостей 

*
mP . Поместим вершины )m,1,...i(A,A i =  на плоскость *

mP , 
причем А — в ее центр, тогда уравнения распределения Sn за-
пишем в виде: 
 ).n,1m,...(J

iJi +=αωΛ=ω αα   (2) 
Продолжим эти уравнения: 
 ),0( ]JK[i

K
iJKiJiJ =ΛωΛ=ωδ−∆Λ αααα   (3) 

где .d K
JiK

j
ijJiJiJiJ ωΛ−ωΛ−ωΛ+Λ=∆Λ ααα

β
βαα  

Совокупность функций αΛ iJ  называется фундаментальным 
объектом 1-го порядка распределения Sn. Дифференциальные 
уравнения (3) представим в следующем виде: 

(1) 
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 ,0ij ω
α =∆Λ  ,0i

j
iji ω

α
ββ

αα
β =ωδ−ωΛ−∆Λ   (4) 

где символ ω
=  означает сравнение по модулю базисных форм .Iω  

Утверждение 1. Фундаментальный объект αΛ iJ  является 

квазитензором [2], содержащим тензор .ij
αΛ  

Структурные уравнения (11) для части базисных форм αω  
с учетом уравнений (2) распределения Sn дают 

 ,T)(D ji
ij

i
i ω∧ω+ωΛ−ω∧ω=ω αα
β

α
β

βα  .0T,T ij]ij[ij ω
ααα =∆Λ=  (5) 

Здесь α
ijT  — тензор неголономности (см., напр., [3]) распреде-

ления Sn, равенство нулю которого обеспечивает голоном-
ность распределения Sn. 

2. Запишем структурные уравнения (5) форм αω  и соот-
ветствующих им двухиндексных форм α

βω  в следующем виде: 

  ,D JI
iJ

i
I ω∧ωΛδ+ω∧ω=ω αα

β
βα ;D I

I α
β

α
γ

γ
β

α
β ω∧ω+ω∧ω=ω   (6) 

 .II
i

iII β
αα

ββ
αα

β ωδ−ωδ−ωΛ−=ω   (7) 

Гладкое многообразие со структурными уравнениями (11, 6) 
назовем обобщенным расслоением [4] нормальных аффинных 
реперов и обозначим ),S(A n)h(h2+

 так как h = n – m форм αω , 

которые могли бы превратиться в часть структурных форм 
аффинной группы ,A)h(GA

hh2+
=  входят в состав базисных 

форм Iω . Расслоение )S(A n)h(h2+
 имеет фактор-расслоение 

линейных реперов )S(L nh2  [5] со структурными уравнениями 
(11, 62), типовым слоем которого является линейная фактор-
группа ),h(GLL 2h

=  действующая неэффективно в фактор-

плоскости .P/PP *
mn1h =−  
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Для задания аффинной связности А. В. Столярова [6—8] в 
обобщенном расслоении )S(A n)h(h2+

 воспользуемся приемом 

Ю. Г. Лумисте [9] задания связностей в главных расслоениях. 
Преобразуем базисно-слоевые формы αω  и слоевые формы 

α
βω  с помощью линейных комбинаций базисных форм Iω : 

 .~,L~ I
I

I
I ωΓ−ω=ωω−ω=ω α

β
α
β

α
β

ααα   (8) 
Возьмем внешние дифференциалы этих форм с помощью 
структурных уравнений (11, 6) 

 ,)LdL(~D JI
iJ

i
I

J
IJI

I ω∧ωΛδ+ω−∧ω+ω∧ω=ω αααα
β

βα  

 ).d(~D I
J
IJI

I α
β

α
β

α
β

α
γ

γ
β

α
β ω+ωΓ−Γ∧ω+ω∧ω=ω  

Внесем преобразованные формы (8) в первые слагаемые 
структурных уравнений (9) 

 ,L~L~~~ J
J

I
I

I
I

J
J ωΓ∧ω+ω∧ω+ωΓ∧ω+ω∧ω=ω∧ω α

β
βα

β
βα

β
βα

β
βα

β
β  

.~~~~ J
J

I
I

I
I

J
J ωΓ∧ωΓ+ω∧ωΓ+ωΓ∧ω+ω∧ω=ω∧ω α

γ
γ
β

α
γ

γ
β

α
γ

γ
β

α
γ

γ
β

α
γ

γ
β

Во вторых и третьих слагаемых вернемся к исходным формам 
и подставим результат в уравнения (9): 

 ,)L(L~~~D JI
JIJIiJ

i
II

I ω∧ωΓ−Γδ+Λδ+∆∧ω+ω∧ω=ω α
β

βα
β

βααα
β

βα  

 .)(~~~D JI
JIII

I ω∧ωΓΓ−ω+∆Γ∧ω+ω∧ω=ω α
γ

γ
β

α
β

α
β

α
γ

γ
β

α
β  

Исходя из этих уравнений, применим теорему Картана — 
Лаптева [10] в рассматриваемом случае: 
 ,LL J

IJI ω=∆ αα  .J
IJII ωΓ=ω+∆Γ α

β
α
β

α
β   (11) 

Подставим эти дифференциальные уравнения в структурные 
уравнения (10) 

   ,S~~~D JI
IJ ω∧ω+ω∧ω=ω αα

β
βα ,R~~~D JI

IJ ω∧ω+ω∧ω=ω α
β

α
γ

γ
β

α
β  (12) 

где компоненты объектов кручения α
IJS  и кривизны α

βIJR  нормаль-
ной аффинной связности Столярова выражаются по формулам 

(9) 

(10) 
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 ,LLS ]JI[]JI[]iJ
i
I[]IJ[IJ

α
β

βα
β

βααα Γ−Γδ+Λδ+=  

 ,R ]JI[]IJ[IJ
α
γ

γ
β

α
β

α
β ΓΓ−Γ=  

причем альтернирование выполняется по крайним индексам в 
квадратных скобках. 

Утверждение 2. В обобщенном расслоении нормальных 
аффинных реперов )S(A n)h(h2+

 аффинная связность Столя-

рова задается полем объекта },,L{ II
α
β

α Γ=Γ компоненты ко-
торого удовлетворяют дифференциальным уравнениям (11), 
причем формы связности (8) подчиняются структурным 
уравнениям (12), в которые входят объекты кручения α

IJS  и 

кривизны α
βIJR , имеющие выражения (13). 

Итак, нормальная аффинная связность Столярова опреде-
ляется структурными уравнениями (11, 12). Дифференциаль-
ные уравнения (11) и формулы (13) дают очевидные свойства 
характеризующих ее объектов: 

а) объект связности Г состоит из двух подобъектов: тензора 
связности α

IL , определяющего преобразование базисно-слоевых 

форм ,αω  и объекта обычной нормальной линейной связности 
α
βΓ I  [5], образующего геометрический объект лишь в совокупно-

сти с фундаментальным квазитензором αΛ iJ  и задающего связ-
ность в расслоении нормальных линейных реперов )S(L nh2 ; 

б) объект кручения α
IJS  строится с помощью поля тензора 

связности α
IL , фундаментального квазитензора αΛ iJ  и объекта 

линейной связности α
βΓ I ; 

в) объект кривизны α
βIJR  определяется, как обычно, объектом 

линейной связности α
βΓ I  и его пфаффовыми производными .IJ

α
βΓ  

(13) 
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3. Найдем дифференциальные сравнения для объектов кру-
чения и кривизны нормальной аффинной связности Столяро-
ва. Предварительно из очевидного равенства 0I

J =δ∆  в силу 
уравнений (2) распределения nS  получим 

 .0,0 J
i

J
i
J ω

α
α

α =δ∆=ωδ+δ∆   (14) 

С помощью сравнений (142) продолжим дифференциальные 
уравнения (11): 

 ,0LLL K
IJKJIIJ ω

αα
β

βα =ω−ω+∆  

 .0i
iIJ

K
IJKJIJIIJ ωβ

αα
β

γ
β

α
γ

α
γ

γ
β

α
β =ωΛ−ωΓ−ωΓ−ωΓ+∆Γ  

Проальтернируем эти сравнения по индексам I, J с учетом 
симметрий форм K

IJω  и пфаффовых производных αΛiIJ  фунда-

ментального квазитензора αΛ iI : 

 ,0LL ]JI[]IJ[ ω
α
β

βα =ω+∆ .0]JI[]JI[]IJ[ ω
γ
β

α
γ

α
γ

γ
β

α
β =ωΓ−ωΓ+∆Γ  (16) 

Используя (14), получим дифференциальные сравнения агре-
гатов, входящих в формулы (13), без учета альтернирования: 

 
.0)(

,0)L()L(

JIJIJI

iJ
i
IJII

i
iJIJIJIiJ

i
I

ω
α
γ

γ
β

α
γ

γ
β

α
γ

γ
β

ω
αα

β
ββ

γ
αγα

β
βα

β
βα

=ωΓ+Γω+ΓΓ∆

=ωδδ−ω−δ+ωΛδ+Γ−Γδ+Λδ∆
 

Проальтернируем эти сравнения по индексам I, J и сложим ал-
гебраически с соответствующими сравнениями (16) согласно 
формулам (13): 

 ,0S i]J
i
I[

i
]iJI[]JI[IJ ω

α
γ

αγα
β

βα =ωδδ−ωΛδ+ωδ+∆  .0R IJ ω
α
β =∆   (17) 

Подставим выражения (7) форм α
βω I  в сравнения (171): 

 .0S i]J
i
I[]JI[]JI[IJ ω

α
β

αβαα =ωδδ−ωδδ−ωδ−∆  

Приведем подобные слагаемые 

(15) 
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 .0SIJ ω
α =∆   (18) 

Из дифференциальных сравнений (172), (18) с учетом уравне-
ний (2) распределения nS  имеем [11]: 

 ,0SSS,0SS  ,0S i
i

i
i

j
jiiij ωγ

α
ββ

α
γ

α
βγωβ

αα
βω

α =ω−ω−∆=ω−∆=∆  

 .0RRR,0RR,0R i
i

i
i

j
jiiij ωδ

α
βγγ

α
δβ

α
βγδωγ

α
β

α
βγω

α
β =ω−ω−∆=ω−∆=∆  

Теорема 1. На распределении nS  объекты кручения α
IJS  и 

кривизны α
βIJR  нормальной аффинной связности Столярова 

являются тензорами, содержащими простейшие [12]: α
ijS , 

α
βijR  и простые [12]: }S,S{ iij

α
β

α , }R,R{ iij
α
βγ

α
β  подтензоры. 

4. Дифференциальные уравнения (112) с учетом уравнений 
(2) распределения nS  дают 

 
.0

,0

i
i

i
i

i
j

jii

ωβ
α
γγ

α
ββ

α
γγ

α
β

α
βγ

ω
α
ββ

αα
β

=ωδ−ωδ−ωΛ−ωΓ−∆Γ

=ωδ−ωΛ−∆Γ
  (19) 

Утверждение 3. Объект нормальной линейной связности 
α
βΓ I  содержит подобъект α

βΓ i , образующий квазитензор со-

вместно с фундаментальным тензором αΛ ij . 

В голономном случае подобъект α
βΓ i  имеет следующую ин-

терпретацию. Вполне интегрируемая система уравнений 
0=ωα  выделяет m-мерное подсемейство Sm плоскостей ,P*

m  
огибающих проходящую через точку А поверхность. Расслое-
ние нормальных линейных реперов )S(L nh2  сокращается до 

расслоения )S(L mh2  над базой .SS nm ⊂  Подобъект α
βΓ i , поле 

которого сужено на базу Sm, задает нормальную линейную 
подсвязность в подрасслоении )S(L mh2 . 
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Проальтернируем сравнения (192) по индексам γβ, : 

 ,0i
][i

i
]i[][ ωβ

α
γγ

α
β

α
βγ

=ωΛ−ωΓ−∆Γ  

затем представим их в виде: 
 ,0MM i

i
i

i][ ωβ
α
γγ

α
β

α
βγ

=ω+ω−∆Γ  

где ).(
2
1M iii

α
β

α
β

α
β Λ−Γ=  Из сравнений (42, 191) видно, что по-

луразности α
βiM  удовлетворяют сравнениям 

 .0TM j
iji ωβ
αα

β
=ω+∆   (20) 

Сравнения (42) и (191) совпадают в двух случаях: а) рас-
пределение nS  голономно, т. е. ;0Tij =α  б) ,0i

ωα
=ω  т. е. инвари-

антна нормаль Вагнера ].A,A[N mn α− =  В этих случаях срав-

нения (20) приобретают тензорный вид: ,0M i ω
α
β

=∆  поэтому 

становятся инвариантными равенства 0M i =
α
β  или .ii

α
β

α
β Λ=Γ  

При их выполнении в случаях а) или б) будем говорить о по-
лувнутренней нормальной линейной связности. 

5. Рассмотрим канонический случай нормальной аффин-
ной связности Столярова, когда тензор связности α

IL  обраща-

ется в нуль: .0LI =
α  В этом случае ,~ αα ω=ω  т. е. преобразова-

ние базисно-слоевых форм αω не производится, а объект связ-
ности Столярова упрощается: }.,0{ I

α
βΓ=Γ  Дифференциаль-

ные сравнения (151) принимают тензорный вид: ,0LIJ ω
α =∆  по-

этому естественно полагать .0LIJ =
α  Подставим 0LL IJI == αα  в 

выражение (131) компонент тензора кручения: 
 ,S ]JI[]iJ

i
I[IJ

α
β

βαα Γδ+Λδ=  
что в подробной записи дает: 
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 .S,MS,TS ][iiijij
α
βγ

α
βγ

α
β

α
β

αα Γ===  

Утверждение 4. Компоненты тензора кручения α
IJS  канони-

ческой нормальной аффинной связности Столярова имеют сле-
дующий смысл: 1) α

ijS  — тензор неголономности распределения 

Sn, 2) α
βiS  — полуразность компонент подобъекта α

βΓ i  объекта 

нормальной линейной связности α
βΓ I  и подобъекта α

βΛ i  фунда-

ментального квазитензора ,iJ
αΛ  3) α

βγS  — антисимметричная 

часть подобъекта α
βγΓ  объекта линейной связности α

βΓ I . 
Теорема 2. Каноническая нормальная аффинная связность 

Столярова без кручения, ассоциированная с распределением 
Sn , характеризуется последовательностью свойств: 1)  рас-
пределение Sn голономно, 2) нормальная линейная связность 

α
βΓ I  полувнутренняя ),( ii

α
β

α
β Λ=Γ  3) линейная связность α

βΓ I  

симметрическая ).( α
γβ

α
βγ Γ=Γ  
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Yu. Shevchenko 

 
NORMAL AFFINE STOLYAROV’S CONNECTION 
ASSOCIATED WITH DISTRIBUTION OF PLANES 

 
In projective space the distribution of planes is considered. 

Over projective space the generalized fiber bundle of normal affine 
frames arises, associated with the distribution. In this fiber bundle 
affine Stolyarov’s connection is given by means of connection ob-
ject, consisting of the connection tensor and the object of usual 
normal linear connection. The expressions of torsion and curvature 
objects of normal affine Stolyarov’s connection are obtained. It is 
shown, torsion and curvature objects are tensors, each of which 
contains simple and elementary subtensors. 

The canonical case is allocated, when connection tensor equals 
zero. In this case the geometrical sense of three collections of com-
ponents forming torsion tensor is established. It is proved, canoni-
cal normal affine Stolyarov’s connection without torsion is charac-
terized by holonomicity of distribution, by semi-internal and sym-
metric linear subconnection. 




