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frames and invariants of curves and hypersurface are given. We also 

define all curves and surfaces such that the canonical frames not exist. 
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ПОВЕРХНОСТИ, АНАЛОГИЧНЫЕ ПЛОСКОСТЯМ, 

В НИЛЬПОТЕНТНОМ ОДУЛЯРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Рассматриваются аналоги плоскостей в одулярном нильпо-

тентном пространстве. В общем случае кривизна этих поверхно-

стей отлична от нуля. 
 

Одуль на произвольной алгебраической структуре определяется в 

результате задания внешней операции [1]. Одули на группах Ли обоб-

щают линейные пространства. Все 3-мерные разрешимые одули на 

группах Ли приведены в работе [2], среди них содержится единствен-

ный нильпотентный одуль – сибсон. Заменяя линейное пространство 

одулем в аксиоматике Г. Вейля аффинного пространства, получаем вей-

левские одулярные пространства, кратко ВО-пространства [3]. На ВО-

пространствах определено касательное отображение в одуль, тем самым 

ВО-пространства включают римановы пространства как частный слу-

чай. ВО-пространство, одулем которого является нормированный сиб-

сон, называется ЕС-пространством. Геометрии ЕС-пространства посвя-

щены работы [4 – 6]. Не всякие три неколлинеарные точки ЕС-

пространства определяют плоскость. Ниже определены квазиплоскости 

– аналоги плоскости; а также рассматриваются их свойства. Нормальная 

кривизна квазиплоскости отлична от нуля. 
 

§ 1. ЕС-пространство 

 

1. Сибсон. На многообразии 3R  троек действительных чисел сибсон 
  задается операциями: 
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Элементы сибсона называются сибсами. Нулевой сибс: )0,0,0( ; 

),,( zyx = ),,( xyzyx  . Обозначим )0,0,1( , )0,1,0( , 

)1,0,0( . Разложение  zyx   сибса   = ),,( zyx  одно-

значно, Б = ),,(   – базис сибсона  . 

Пусть ),,( wvu . Коммутатор  ],[  сибсов   и 

  равен ),0,0(],[ xvuy  . Имеем  ],[ , значит, сибсон порож-

дается двумя сибсами   и  : , . Два сибса  ,   порождают 

2-мерный подсибсон  , , если и только если они перестановочны. 

Нормой   сибса ),,( 21 xxx  называется x , если 0x ; 

 = 2221 )()( xx  , если 0x . Подсибсон ,  является галилее-

вым векторным пространством, подсибсон  ,  является евклидовым 

векторным пространством, подсибсон ,  совпадает с  . 

Сибсонная функция )(t  = ))(),(),(( 21 txtxtx , It R , 

обобщает векторную функцию. Производная сибсонной функции 
найдена в работе [7]: 

)(t   = )))()(
2

1
)(()(),(),(( 1121 txtxtxtxtxtx  . 

2. ЕС-пространство. Точка O  и базис Б  сибсона составляют 

репер ),,,(B O  ЕС-пространства. Всякой паре точек BA,  ЕС-

пространства соответствует сибс AB . Координатами точки M  в ре-

пере В называются координаты сибса OM в базисе Б. Сибс AB  ра-

вен AB = ,ab,ab( 11  ))( 122 aabab  , где ),,( 21 aaaA  , 

),,( 21 bbbB  . Расстояние AB  между точками A  и B  равно норме 

сибса AB . Точка A  и сибс    порождают прямую ,A  

= }R,|{  ttAMM  . Две различные точки определяют единствен-
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ную прямую. Пусть AC , ,AC ,    =    . Пря-

мые ,C  и ,C  параллельны прямой ,A  [6]. 

Точка A  и перестановочные сибсы  ,  порождают плос-

кость ЕС-пространства  ,,A = })v,u(,vuAM|M{ 2R  . 

Неколлинеарные точки CBA ,,  определяют плоскость, если и 

только если сибсы AB  и AC  перестановочны. Существуют коор-

динатные плоскости ,,O  (это галилеева плоскость) и  ,,O  

(евклидова плоскость), не существует плоскости, порожденной 

точкой O  и сибсами , . Пусть ),,( 21 ccc ; параметрические 

уравнения плоскости  ,,A  таковы: acvx  , 11 avcy  , 

2121

2

)1(
auvcavc

vv
ccz 


 ; уравнения нелинейны. 

3. Кривые и поверхности. Регулярная кривая класса 3C  ЕС-

пространства определяется сибсонной функцией )(s = ))(),(,( sysxs , 

RIs . Векторная функция )(sr


= ))(),(( sysx  задает проекцию 

кривой )(s  на евклидову плоскость  ,,O . Кривизна и кручение 

кривой )(s  (см. [6]) соответственно равны 

 22
1 )

2

1
( xxyxk   , 

2
1

2

)()(

k

xyxxyx
k

 
 . 

Регулярная поверхность класса 3C  ЕС-пространства задается сиб-

сонной функцией: ),( vu = )),(),,(,( vuyvuxv , 2RD),( vu . Ее 

проекцией на евклидову плоскость является векторное поле 

),( vur


= )),(),,(( vuyvux . Поверхность не имеет касательной плоско-

сти ни в какой своей точке [6]. Нормальная кривизна поверхности 

),( vu  равна CBqAqk  22
, где 

dv

du
q  , nrA uu


 , nrB uv


 , 

nxxrC vvvvv


))

2

1
((   и ),(

u

u

u

u

r

x

r

y
n 


  есть единичный сибс 

нормали поверхности [6]. 
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§ 2. Квазиплоскости 
 

1. Определение квазиплоскостей. Рассмотрим единичные сибсы: 

)sin,cos,0(   , ),,1( 21 cc . Они не перестановочны, поэтому не 

определяют плоскость. Зададим поверхность, определяемую точкой P  

и сибсами  ,  ,  ,  . Пусть всякая точка M  поверхности опреде-

ляется равенством TMPTPM  , где (а) vPT  , uTM  ;  

(б) uPT  , vTM  ; (в) vPT  , uTM  ; (г) uPT  , 

vTM  . Эти поверхности называются квазиплоскостями. 

Свойство. Квазиплоскости описываются следующими функциями: 

(а), (в) ),,(),( 2
2

22111 dgvubvadubvavvu  ; 

(б) ),,(),( 2
2

22111 dfuvgvubvadubvavvu  ; 

(г) ),,(),( 2
22111 gvubvadubvavvu  . 

В случае )0,1,0(   и )0,0,1(  имеем следующие ква-

зиплоскости: (а
о
),(в

о
) ),( vu = )0,,( uv ; (б

о
) ),( vu = ),,( uvuv  ;  

(г
о
) ),( vu  = ),,( vuv  . 

2. Свойства квазиплоскостей. Выполняются 

2.1. Теорема. Нормальная кривизна квазиплоскостей отлична от ну-

ля; в формуле кривизны 0CA , 0B , Bqk 2 . В случаях (а), (в), (г) 

2cosB ; в случае (б) 2cos
1

ur
B  , )cossin,(cos  vru 


. 

При 01 c  и 2   квазиплоскости (а), (в), (г) являются галилее-

выми плоскостями и имеют нулевую кривизну. 

2.2. Свойство. Квазиплоскости (а
о
), (в

о
), (г

о
) имеют постоянную 

нулевую кривизну. Квазиплоскость (б
о
) имеет кривизну 

21

2

v

q
k


 . 

2.3. Теорема. Квазиплоскости являются цилиндрическими поверх-

ностями, их образующие есть прямые евклидовых плоскостей ЕС-

пространства, направляющие есть v-линии, представляющие собой га-

лилеевы циклы – прямые ЕС-пространства. В сечениях поверхностями 

0y  лежат линии ненулевой кривизны и ненулевого кручения. 
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Линия )(v  = )0,)(,( 12
2

2
2

1
1 ddgvva

b

b
vav   есть указанное 

сечение квазиплоскости (а). Ее кривизна и кручение соответ-

ственно равны 

 
2

2
2

2

1
1 )22(4 ggvag

b

b
k  , 

2
2

2

2

2
)22(4

4

ggvag

g
k


 . 

Кривизна направляющей равна 11 2 agk  . Сечения ay   квази-

плоскости (б
о
) таковы: ),,()( a

v

a
vv  ; 1

48
221 

vav

a
k ; 

322
48

12

vvv
k


 . 
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The clones of planes in odular nilpotent space are considered. 
Generally curvature of these surfaces is distinct from zero. 
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ПУЧКИ ПЛОСКОСТЕЙ НОРДЕНА-ТИМОФЕЕЕВА 

H(П)-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Рассмотрены построения плоскостей Нордена-Тимофеева, 

ассоциированные с внутренней нормалью 1-го рода H(П)-рас-

пределения [5; 4]. Для оснащающего Н-распределения получе-
ны две внутренних нормализации в смысле Нордена-
Тимофеева. 

 
Схема использования индексов такова: 

, , 0,I K L n ; , , 1,I K L n ; , , 1,p q s r ; , , 1,i j k r m  ; , , 1,a b c m ; 

, , 1, 1m n      ; , 1, 1u v r n   ; , , 1, 1n     . 

 
1. Определение [1]. Пару распределений 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ 0

def
u u u v q u u K

p p q p v p pK          ,  

 
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ 0

def
b K

a a b a a aK

     


            

соответственно r-мерных плоскостей Λ (Λ-распределение) и m-мерных 

плоскостей М (М-распределение) проективного пространства 
nP  с от-

ношением инцидентности 
0    1r m n    их соответству-

ющих элементов в каждом центре 
0A  назовем m-полосным распреде-

лением Π (Π-распределением), при этом Λ-распределение назовем ба-
зисным, а М-распределение – оснащающим. С регулярным П-рас-
пределением в первой дифференциальной окрестности инвариантно ас-

социируется поле гиперплоскостей  1 0nH A  (H-распределение) [2] та-

(1) 




