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В качестве следствия из этой теоремы получаем, что 6-мерное эрмитово 
подмногообразие M6  алгебры Кэли является многообразием нулевой голо-
морфной бисекционной кривизны в том и только в том случае, когда M6  - об-
ласть на келеровой плоскости. 

Отметим, что формула (2) обобщает известный результат В.Ф.Кириченко 
[3,с.34], получившего значение голоморфной бисекционной кривизны 6-мерных 
келеровых подмногообразий алгебры Кэли. Действительно, положив 
T iTab ab

8 7= ± , T iTab ab   
8 7=  , что является условием, при котором 6-мерное эрмитово 

подмногообразие алгебры октав является келеровым, из (2) получим: 

BS T X YX Y ab
a b

∧ = −8 7 2
. 
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Статья посвящена исследованию систем алгебраических уравнений с не-
сколькими неизвестными. Пункты 1-3 носят в основном реферативный характер; 
в пункте 4 рассмотрена система трех квадратичных уравнений с четырьмя неиз-
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вестными, описывающая фокальное многообразие конгруэнции квадрик специ-
ального вида. 

1.Теорема Гильберта о базисе. Пусть fα ( )x x xn0 1, ,...,  (α ∈J) -многочлен 

из кольца K[ ]x x xn0 1, ,..., , где K - некоторое поле. Решением системы Sn
J

+1  
уравнений 

fα ( )x x xn0 1, ,..., =0         (1) 

называют совокупность элементов ( )ξ ξ ξ0 1, ,..., n  произвольного расширения 

K* [2,гл.I,§2] поля K, если fα ( )ξ ξ ξ0 1, ,..., n =0. Следующая теорема показыва-

ет, что систему Sn
J

+1  можно заменить эквивалентной ей системой, содержащей 
лишь конечное число уравнений. 

Теорема 1. В каждом непустом идеале I кольца K[ ]x x xn0 1, ,...,  существует 

конечная система многочленов gi ( )x x xn0 1, ,...,  ( )i r= 1,  такая, что любой 

многочлен F( )x x xn0 1, ,..., ∈I может быть записан в форме 

F( )x x xn0 1, ,..., =
i

∑ ai ( )x x xn0 1, ,..., gi ( )x x xn0 1, ,..., , 

где ai ( )x x xn0 1, ,..., ∈ K[ ]x x xn0 1, ,..., . 
Доказательство теоремы 1 производится индукцией по n [2,гл.IV,§2]. Си-

стема многочленов gi ( )x x xn0 1, ,...,  называется базисом идеала I. 

Пусть система Sn
J

+1  состоит из счетного числа уравнений (J=N). Рассмотрим 
идеал, образованный многочленами, обращающимися в нуль каждым решением 
системы (1). Если {gi ( )x x xn0 1, ,..., } - базис этого идеала, то уравнения 

gi ( )x x xn0 1, ,..., =0          (2) 

удовлетворяются всеми решениями системы Sn
N

+1 . Каждый из многочленов 

fα ( )x x xn0 1, ,...,  принадлежит рассматриваемому идеалу [2,гл.IV,§2], поэтому 

fα ( )x x xn0 1, ,..., =
i

∑ a iα ( )x x xn0 1, ,..., gi ( )x x xn0 1, ,..., . 

Следовательно, каждое решение системы Sn
r

+1  (2) является решением систе-

мы Sn
N

+1  и последнюю можно заменить конечной системой ( если Sn
N

+1  однород-

на, то Sn
r

+1  также однородна [2,гл.IV,§1] ). 

2.Система результантов системы бинарных форм. Рассмотрим систему Sr
2  из 

r однородных уравнений. Пусть mi =deg fi ( )x x0 1, , m=max{ }m mr1,..., . Обо-
значим 
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ϕ i ( )x x0 1, =ai xm mi
0

− fi ( )x x0 1, , ϕ r i+ = bi xm mi
1

− fi ( )x x0 1,  

(здесь ai , bi  - новые неизвестные) и введем вспомогательную систему S r
2
2  

ϕ j ( )x x0 1, =0 ( )j r= 1 2, . Для нахождения условий, при которых система Sr
2  об-

ладает решением при некоторой специализации коэффициентов [2,гл.I,§5] в ка-
ком-либо расширении K* поля K, достаточно найти соответствующие условия 
для системы S r

2
2  при той же специализации [2,гл.IV,§5]. 

Введем новые неизвестные u j , v j  и рассмотрим многочлены 

Φ ( )x x0 1, =
j

∑ u j ϕ j ( )x x0 1, , Ψ ( )x x0 1, =
j

∑ v j ϕ j ( )x x0 1, . Результант 

[2,гл.IV,§3] R(u,v) этой пары бинарных форм является многочленом от u j , v j . 

Коэффициент при u u v vi
r

i j
r

jr r
1 2 1 2
1 2 1 2... ...  имеет вид: 

D d a a b bk k
i j

r
i j i j

r
i jr r r r r r= + + + ++ +

1 1
1 1 1 1 2 2... ... , 

где dk - многочлен от коэффициентов исходных форм fi ( )x x0 1, . Эти много-

члены dk  образуют систему результантов системы однородных уравнений Sr
2 . 

3. Система результантов для системы однородных уравнений с несколькими 
неизвестными. Пусть система Sn

r
+1  состоит из r однородных уравнений с n+1 

неизвестным. Введем новые неизвестные ξ0 ,ξ1  и положим x xp p= ′ξ0 , xn = ξ1 

( )p n= −0 1, . Тогда из Sn
r

+1  получим систему Sr
2  однородных относительно 

ξ0 ,ξ1 уравнений 

fi ( )ξ ξ ξ0 0 0 1 1′ ′ −x xn,..., , =0. 

Теорема 2. Пусть дана система Sn
r

+1  однородных уравнений с неопределен-

ными коэффициентами [2,гл.IV,§3] и пусть fi ( )x xn0 ,..., =0 - система Sn
r
+1  

уравнений, полученная из Sn
r

+1  при некоторой заданной специализации коэффи-
циентов. Тогда существует конечная система многочленов dk  от коэффициен-

тов системы Sn
r

+1 , обладающая следующими свойствами: 1) для некоторого зна-

чения m d k xm
0 = aki

i
∑ ( )x xn0 ,..., fi ( )x xn0 ,..., , где коэффициенты многочле-

нов aki ( )x xn0 ,...,  принадлежат кольцу коэффициентов системы Sn
r
+1 ; 2) необ-

ходимое и достаточное условие существования решения системы Sn
r
+1  в каком-

либо алгебраическом расширении поля коэффициентов состоит в том, что при 
рассматриваемой специализации многочлены dk  обращаются в нуль. 
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Доказательство теоремы 2 осуществляется индукцией по n [2,гл.IV,§6]. 
4.Система уравнений фокального многообразия конгруэнции L . В трехмер-

ном проективном пространстве рассматривается конгруэнция L  [1] невырож-
денных линейчатых квадрик, фокальное многообразие которой одномерно и 
определяется системой S4

3  уравнений 

F x x x x≡ − =1 2 0 3 0 , ( )− + + + =a x b x x c x x h x xki
k

ki
k

ki
k

i
2 0 3 1 2 0 , 

где aik , bik ,cik  hi  - коэффициенты системы дифференциальных уравнений 

конгруэнции L  (i,j,k=1,2, i ≠ j). Введем неоднородные координаты ξ = x
x

1
0 , 

η = x
x

2
0 , ζ = x

x

3
0  и приведем систему S4

3  к виду 

ξη ζ− = 0 , 

( )− − + + + + + =a a b b c c hi i i i i i i1
2

2
2

1 2 1 2 0ξ η ξ η ξ η ξη .           (3) 
В силу одномерности множества решений рассматриваемой системы резуль-

тант уравнений (3) должен тождественно обращаться в нуль. Это требование 
позволяет привести систему S4

3  к виду 

F=0, ( )( )α j
i j

k
kx x bx a x cx+ − + =0 3 0 . 

Теорема 3. Фокальное многообразие квадрики Q∈L , описываемое системой 
S4

3 , одномерно и состоит из коники и двух точек [1]. 
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