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Левоинвариантная параконтактная  
метрическая структура на группе Sol 

 
В известном списке восьми трехмерных геометрий 

Тёрстона находится геометрия многообразия Sol. Мно-
гобразие Sol — связная односвязная группа Ли веще-
ственных матриц специального вида. На многообразии 
Sol имеется левоинвариантная псевдориманова метри-
ка, для которой группа левых сдвигов является максималь-
ной просто-транзитивной группой изометрии. В насто-
ящей работе доказано, что на многообразии Sol суще-
ствует левоинвариантная дифференциальная 1-форма, 
которая вместе с левоинвариантной псевдоримановой 
метрикой определяют на Sol параконтактную метриче-
скую структуру. Найдено трехпараметрическое семей-
ство левоинвариантных параконтактных метрических 
связностей, то есть линейных связностей, инвариант-
ных относительно левых сдвигов, в которых структур-
ные тензоры параконтактной структуры ковариантно 
постоянны. Среди этих связностей выделена плоская 
связность. Установлено, что часть геодезических плос-
кой связности являются геодезическими усеченной связ-
ности, представляющей собой ортогональную проек-
цию исходной связности на 2 -мерное контактное рас-
пределение. Это означает, что данная связность согла-
сована с контактным распределением. Таким образом, 
на многообразии Sol имеется псевдосубриманова струк-
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тура, определяемая вполне неголономным контактным 
распределением и ограничением на него исходной 
псевдоримановой метрики. 

 
Ключевые слова: группа Sol, параконтактная метрическая струк-

тура, параконтактная метрическая связность, усеченная связность 
 

1. Введение 
 

В известном списке восьми трехмерных геометрий Тёрсто-
на находится геометрия многообразия Sol [1]. Многообразие 
Sol — это односвязная группа Ли матриц следующего вида: 

0
0
0 0 1

,       (1) 

где определяющие ее элементы x, y, z — действительные чис-
ла. Умножая матрицу (1) на такую же матрицу с определяю-
щими элементами , , , заключаем, что левые сдвиги на 
Sol определяются формулами 

̅ , , ̅ .  (2) 

Дифференцируя (2) по параметрам , , , находим лево-
инвариантные векторные поля — базис алгебры Ли группы Ли 
Sol: 

, , ,  (3) 

где , 	 ,  — естественный базис вектор-

ных полей на Sol. 
Структурные уравнения группы имеют вид 

, 0, 		 , , 		 , . 

Здесь ,  — коммутатор векторных полей X, 
Y. 
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Левые сдвиги образуют полную разрешимую просто-тран-
зитивную группу изометрий многообразия Sol с левоинвари-
антной римановой метрикой [1] 

	 	 . 

 
2. Параконтактная метрическая структура 

 
В настоящее время продолжается исследование контакт-

ных и параконтактных метрических структур [2—12]. Если 
исходное многообразие является группой Ли, то, как прави-
ло, исследуются левоинвариантные структуры. 

Параконтактной метрической структурой на (2 	 	1 -
мерном гладком многообразии M называется четверка тен-
зорных полей (η, ξ, , g), где η — линейная дифференциаль-
ная форма, ξ — векторное поле,  — эндоморфизм модуля 
векторных полей на M , g — псевдориманова метрика, удо-
влетворяющие следующим условиям: 

⊗ ,        (4) 

, , ,   (5) 

, , .   (6) 

Из (6) следует, что  

∧ 0.    (7) 

Условие (7) означает, что форма  является контактной, а 
ранг дифференциальной 2-формы  равен 2 .  

В равенствах (4—7) использованы следующие обозначе-
ния: ⊗ — тензорное произведение, ∧ — внешнее дифферен-
цирование,  — внешний дифференциал, X, Y — произволь-
ные векторные поля на . 

Для параконтактной метрической структуры выпол-
няются следующие равенства: 

1, , 0, 0, 

∘ 0, ,       (8) 
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Отметим также, что 2 -мерное контактное распределение 
ker  называется горизонтальным, а 1-мерное распреде-

ление ker  — вертикальным. 
Пусть 	  — однопараметрическая подгруппа 

группы левых сдвигов на Sol, порожденная векторным полем 
X. Если  — левоинвариантная форма, то производная Ли 
вдоль X от формы  равна нулю: 0. В координатах име-
ем следующую систему дифференциальных уравнений: 

0.   (9) 

Интегрируя уравнения (9) для базисных левоинвариантных 
векторных полей (3), находим общее решение: 

,  (10) 

где , ,  — произвольные постоянные. Поскольку 

∧ ∧ , 

∧ ∧ ∧ , 

то при 0 формы вида (10) являются контактными. 
Анализируя алгебраические условия на структурные тензоры 
(4—6, 8) и условия их левоинвариантности, нетрудно убедить-
ся, что справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. На группе Ли Sol существует левоинвариант-
ная параконтактная структура. Определяющие ее тензоры 
имеют следующий вид: 

√ √ 0 ,   

√

√

0

, 

0 0 √

0 0 √

√ √ 0

,  
0 0

0 0
0 0 1

. 
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Замечание. Левоинвариантную псевдориманову метрику g 
можно получить, сдвинув псевдоевклидову метрику  
	  касательного пространства единицы груп-
пы в произвольную точку. Заметим, что контактная форма  и 
метрика g однозначно определяют инвариантные векторное 
поле  и структурный эндоморфизм . 

 
3. Левоинвариантные параконтактные метрические связности 

 
Пусть Γ  — связность Леви-Чивиты, то есть линейная 

метрическая связность без кручения. Линейная связность 
Γ  называется параконтактной метрической связностью, 

если 0, 0. Так как разность двух связностей являет-
ся тензором, то , где  — тензор деформации 

связности . Связность  является метрической тогда и только 
тогда, когда ковариантный тензор деформации  кососим-
метричен по последним двум аргументам, то есть 

0,			 . 

Связность Леви-Чивиты  псевдоримановой метрики g 
определяется коэффициентами 

Γ
0 0 1
0 0 0
1 0 0

,   Γ
0 0 0
0 0 1
0 1 0

,   

Γ
0 0

0 0
0 0 0

. 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. На многообразии Sol существует трехпара-

метрическое семейство левоинвариантных параконтактных 
метрических связностей. Ковариантный тензор деформации 
таких связностей имеет вид 

⊗ ⋀ ⨂ ⋀  
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⊗ ⋀ ⨂ ⋀  

⊗ ⋀ ⨂ ⋀ , 

где постоянные  удовлетворяют условиям 

1 с с 0, 			1 с с 0, 			с с 0. 

Доказательство. Ковариантное постоянство контактной 
формы принимает следующий вид: 

Γ Γ  

1
2

 

1
2

0. 

Здесь мы учли, что , 0, . 
Расписывая полученные равенства для различных индек-

сов, находим, что  

0, 0,
0,			 0.

     (11) 

Поскольку связность Леви-Чивиты  инвариантна относи-
тельно левых сдвигов, то  инвариантна тогда и только тогда, 
когда инвариантен тензор деформации T, следовательно, про-
изводная Ли вдоль базисных левоинвариантных векторных 
полей (3) равна нулю, а значит, компоненты  должны быть 
решением следующей системы уравнений: 

0,			 1, 2, 3. 

Интегрируя данную систему и учитывая (11), находим: 

, 		 , 		 , 

, 			 , 		 , 

что и доказывает данное утверждение. 
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Если тензор кривизны  связности  равен нулю (связ-
ность плоская, но с кручением), то 

Γ
0 0 0
0 0 0
1 0

,    Γ
0 0 0
0 0 0
0 1

, 

Γ
0 0 0
0 0 0

0
. 

 
4. Связность, согласованная с контактным распределением 

 
Линейная связность  называется согласованной с распре-

делением H, если через каждую точку в каждом направлении, 
принадлежащем H, проходит единственная геодезическая 
связности , касающаяся распределения H [13]. Горизонталь-
ная кривая : x = x(s), y = y(s), z = z(s), s — канонический пара-
метр, называется геодезической усеченной связности 	 , если 

0, где  — ортогональная проекция связности  на рас-

пределение H,  — касательный вектор кривой   [14; 15]. 
Теорема 3. Контактная метрическая связность  с нену-

левыми компонентами 1,			 1	 согласована с кон-
тактным распределением . 

Доказательство. Для доказательства теоремы необходимо 
установить, что часть геодезических связности  совпадает с 
геодезическими усеченной связности . Общее решение диф-
ференциальных уравнений геодезических  

0, 			 0, 			 0 

имеет следующий вид: 

, 			 , 		 				 0 . 
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В силу однородности многообразия Sol можно ограничить-
ся геодезическими, выходящими из единицы группы. В этом 
случае при 0		x, y, z должны обращаться в нуль. Поэтому 

, 			 ,			 0, 

а уравнения геодезических примут вид 

,				 ,			 . 

Для нахождения геодезических усеченной связности рас-
смотрим неголономное поле ортонормированных реперов 
, , адаптированное к структуре почти произведения ⨁ : 

,
√2
2

√2
2

, 

√ √ ,                          (12) 

где  и  принадлежат контактному распределению: 

0, 

а ;		 

, 1, 	 , , 1, 

, 0, 			 . 

Дуальный реперу ,  корепер ,  определяется ус-

ловием  и имеет следующие координатные формы: 

,
√2
2

√2
2

, 

√2
2

√2
2

. 

Вычисляя неголономные коэффициенты связности Леви-Чи-
виты , находим 

, , , 

0, 
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откуда следует, что  

0, , 1, 2, 	 ∈ . 

Пусть  — естественные координаты векторного поля , 
 — неголономные: 

. 
Из (12) получим  

√2
2

√2
2

, 

	
√2
2

√2
2

, 

, 
поэтому 

 
√ √ 	 √ √ . 

Если ∈ , , то условие горизонтально-
сти векторного поля  примет вид 

0, 

а 

,
√2
2

√2
2

. 

Заменяя неголономные координаты в уравнениях геодези-
ческих усеченной связности естественными, получаем те же 
дифференциальные уравнения геодезических, что и для связ-
ности  с дополнительным условием горизонтальности каса-
тельного поля . В результате получаем параметрические 
уравнения геодезических усеченной связности, выходящих из 
единицы группы Sol: 

1 ,			 1 ,			 , 

которые являются частью геодезических связности  при 
, что и доказывает данное утверждение. 
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Заметим, что при √ , | | 0 имеем две изотропные 
геодезические, выходящие из единицы группы, — изотропный 
конус. 

Псевдориманову метрику g на многообразии Sol запишем 
следующим образом: 

 

√2
2

√2
2

√2
2

√2
2

. 

Так как контактное распределение H определяется уравне-
нием 0, то ограничение метрики g на распределение H 
имеет вид 

| 	
√2
2

√2
2

. 

Нетрудно убедиться, что связность , указанная в теореме 3, 
согласована с метрикой, то есть | 0, и если векторные 
поля X, Y горизонтальные, то и векторное поле  также 
является горизонтальным. 

Таким образом, на многообразии Sol имеем псевдосубри-
манову структуру, определяемую вполне неголономным кон-
тактным распределением ker  и псевдоримановой мет-
рикой | , а ограничение  на H является внутренней метри-
ческой связностью. 
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Left-invariant paracontact metric structure on a group Sol 
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Among Thurston's famous list of eight three-dimensional geometries 

is the geometry of the manifold Sol. The variety Sol is a connected simply 
connected Lie group of real matrices of a special form. The manifold Sol 
has a left-invariant pseudo-Riemannian metric for which the group of left 
shifts is the maximal simply transitive isometry group. In this paper, we 
prove that on the manifold Sol there exists a left-invariant differential 1-form, 
which, together with the left-invariant pseudo-Riemannian metric, defines 
a paracontact metric structure on Sol. A three-parameter family of left-
invariant paracontact metric connections is found, that is, linear connec-
tions invariant under left shifts, in which the structure tensors of the par-
acontact structure are covariantly constant. Among these connections, a 
flat connection is distinguished. It has been established that some geodesics 
of a flat connection are geodesics of a truncated connection, which is an 
orthogonal projection of the original connection onto a 2n-dimensional con-
tact distribution. This means that this connection is consistent with the con-
tact distribution. Thus, the manifold Sol has a pseudo-sub-Riemannian 
structure determined by a completely non-holonomic contact distribution 
and the restriction of the original pseudo-Riemannian metric to it. 

 
Keywords: Sol group, paracontact metric structure, paracontact metric 

connection, truncated connection 
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