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On the Ostianu mode for inverting 
three-indexes tensors  with an example of point-plane surface 

 
In many-dimensional projective space the point-plane surface is con-

sidered. Assuming the existence of relative non-trivial invariant con-
structed from the components of subtensor of the first order fundamental 
object of surface, the inverted fundamental subobject of the surface is in-
troduced. By the mode of N. M. Ostianu it is proved, that the inverted 
subobject is tensor. 
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Продолжение векторных полей 
с гладких многообразий на их прямое произведение 
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гладких многообразий в прямое произведение этих гладких 
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Рассмотрим гладкие многообразия 
an

aM  размерности an  

)2,1( a класса C . Обозначим через )(
an

aMC  алгебру глад-
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ких C -функций, заданных на 
a

a
nM . Стандартным образом 

строим прямое произведение 
1 2

1 2
n nM M  многообразий 

1

1
nM  и 

2

2
nM . Полученное многообразие имеет размерность 1 2n n .  

В дальнейшем это многообразие будем обозначать 

nM =
1 2

1 2
n nM M , где 1 2n n n  . 

Рассмотрим естественные проекции :aπ
a

a
n nM M , опре-

деленные условием ( )a aπ p p , где 1 2( , ) np p p M  . Естест-

венные проекции позволяют функции, заданные на 
a

a
nM , под-

нять (продолжить) на nM . Пусть ( )
a

a a
nf C M . 

Определение 1. Функция (0)( )a f  на nM , определенная ус-

ловием (0)( )a a af f π  , называется естественным продол-

жением функции a f  с 
a

a
nM  на nM  ( 1,2)a  . 

Для любой точки np M  имеем 

 (0)( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( ).a a a a a a af p f π p f π p f p    

Для упрощения записи иногда выражение (0)( )a f  будем 

обозначать символом (0)
a f . 

Предложение 1. Для любых функций имеют место сле-
дующие равенства: 

(1) (0) (0) (0)( ) ;a a a af g f g    

(2) (0) (0)( ) ;a aλ f λ f  

(3) (0) (0) (0)( ) .a a a af g f g  

Доказательство. (1) Для любой точки 1 2( , ) np p p M   по 

определению 1 имеем 

 
(0)

(0) (0)

( ) ( ) (( ) )( ) ( )( ( ))

( ( )) ( ( )) ( ) ( ).

a a a a a a a a

a a a a a a

f g p f g π p f g π p

f π p g π p f p g p

     

   


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Доказательство равенств (2) и (3) аналогичное. 
Введенное понятие продолжения функций на nM  можно 

обобщить на отображение многообразия 
a

a
nM  в некоторое 

многообразие 
a

a
nM . 

Пусть :
a a

a a a
n nF M M  . 

Определение 2. Естественным продолжением отображе-
ния aF  на 

a

a
nM  называется отображение (0)( ) :

a

a a
n nF M M  , 

определенное условием (0)( )a a aF F π  . 

Для любой точки np M  имеем 

 (0)( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( )
a

a a a a a a a a
nF p F π p F π p F p M     . 

В частности, если 
a

a
nM R , то вернемся к продолжениям 

функций на прямое произведение. 
Свойства, справедливые для продолжений функций, спра-

ведливы и для продолжений отображений. 
Теперь перейдем к построению естественного продолже-

ния векторных полей с сомножителей 
a

a
nM  ( 1,2)a   на пря-

мое произведение этих многообразий. Прежде всего докажем 
следующее предложение. 

Предложение 2. Если X  — векторное поле на nM  та-

кое, что (0) 0aX f  для любых функций ( )
a

a a
nf C M , то 

0X  . 
Доказательство. Пусть p   произвольная точка на nM , 

1 2 1 2
(0) (0)( ,( ) , ( ) )i αU U x x , 11,..., ,i n  21,...,α n   координат-

ная окрестность, содержащая точку p . Тогда каждое вектор-

ное поле X , определенное в окрестности точки p , можно 

разложить по векторным полям 
1

(0)( )ix




, 
2

(0)( )αx




: 
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 1

1 2
(0) (0)( ) ( )

n αi
i α

X ξ ξ
x x

 
 

 
. 

В силу произвольности функций 1 f  и 2 f  условие (0) 0aX f   

выполняется и для функций 1 ix , 2 αx . 

 
1

1 1
(0) (0)1

(0) 1 2
(0) (0)

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).

i i
n βi j

j β

j i i
j

x x
X x p ξ p p ξ p p

x x

ξ p δ ξ p

 
  

 

 

 

Следовательно, ( ) 0iξ p  . Аналогично находим, что 

 
1

1 1

2 2
(0) (0)2

(0) 1 2
(0) (0)

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0.

α α
n βα j

j β

n β n αα
β

x x
X x p ξ p p ξ p

x x

ξ p δ ξ p



 

 
  

 

  

 

Таким образом, векторное поле X , удовлетворяющее ус-
ловию (0) 0aX f  , для любых функций ( )

a

a a
nf C M  являет-

ся нулевым. 
Предложение 3. 1. Существует единственное векторное 

поле X  на nM , удовлетворяющее условиям 

 1 1 1 2
(0) (0) (0)( ) , 0X f X f X f    (1) 

для любых функций ( )
a

a a
nf C M ( 1,2)a  . 

2. Существует единственное векторное поле X  на nM  

удовлетворяющее условиям 

 2 2 2 1
(0) (0) (0)( ) , 0X f X f X f   

для любых функций ( )
a

a a
nf C M ( 1,2)a  . 

Доказательство. Приведем подробное доказательство 
только первого предложения, так как доказательство второго 
предложения аналогичное. 
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С ущ е с т в о в а н и е .  Пусть 1X   произвольное вектор-
ное поле на 

1

1
nM ; 1 iξ   координаты этого векторного поля 

1X на 1U , где 1 1( , )iU x   карта на 
1

1
nM . В области каждой 

карты 1 2 1 2
(0) (0)( , ( ) , ( ) )i αU U x x  1 2( 1,..., , 1,..., )i n α n   на nM  

определим функции Aξ  1 2( 1,..., )A n n   следующим образом: 

 
1

(0) 1

1 1 2

( ) , 1,..., ,

0, 1,..., .

i
A ξ если A n
ξ

если A n n n

  
  

  (2) 

Аналогичные функции 

 
1 ''

(0) 1'

1 1 2

( ) , ' 1,..., ,

0, ' 1,...,

i
A ξ если A n
ξ

если A n n n

  
  

 

получим в другой карте 1 2 1 '' 2 '
(0) (0)( , ( ) , ( ) )i αV V x x , где 1 ''iξ  — 

координаты векторного поля 1X  на 1V . 

Покажем, что функции Aξ  при переходе к другой карте 
преобразуются по следующему закону: 

 
'

' .
A

A B
B

x
ξ ξ

x





  (3) 

Если 1' {1,..., }A n  (положим ' 'A i ), то правая часть соотно-

шения (3) примет вид 

 1

1

' ' ' ''

.
A i i i

n βB B j
B B j n β

x x x x
ξ ξ ξ ξ

x x x x




   
  

   
 

Так как 1 0n βξ    на основании соотношений (2), то 

 

1 ''' '
(0)1

(0) 1
(0)

1 '' 1 ''
1 1

(0) 1 1

(0) (0)

( )
( )

( )

( ) .

iA i
B j j

B j j

i i
j j

j j

xx x
ξ ξ ξ

x x x

x x
ξ ξ

x x

 
  

  

    
        
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Так как 1X   векторное поле на 
1

1
nM , то имеют место равен-

ства 
1 '

1 ' 1
1

.
i

i j
j

x
ξ ξ

x





 Тогда 

 
1 '

1 1 ' ' '
(0)1

(0)

( ) .
i

j i i A
j

x
ξ ξ ξ ξ

x

 
    

 

Если 1 1 2' { 1,..., }A n n n   , то ' 0Aξ  . Поэтому 

 
' '

'0 ,
A A

B j A
B j

x x
ξ ξ ξ

x x

 
  

 
 

так как 
'

0.
A

j

x

x





 

Таким образом, показали справедливость соотношения (3). 
Следовательно, задание функции вида (2) в каждой карте оп-
ределяет на nM  векторное поле X , ограничение которого на 

координатную окрестность 1 2U U  локально имеет вид 

 1
(0) 1

(0)

( )
( )

i
i

X ξ
x





. 

Покажем, что построенное векторное поле удовлетворяет 
условиям теоремы. 

Для любых ( )
a

a a
nf C M  ( 1,2)a   имеем 

 
1 1

(0)1 1 1 1 1
(0) (0) (0)1 1

(0) (0)

( )
( ) ( ) ( ) ,

( )
i i

i i

f f
X f ξ ξ X f

x x

  
     

 

 
2

(0)2 1
(0) (0) 1

(0)

( )
( ) ( ) 0.

( )
i

i

f
X f ξ

x


 


 

Е д и н с т в е н н о с т ь . Предположим, что существует дру-
гое векторное поле Y  на nM , удовлетворяющее условиям (1): 

 1 1 1 2
(0) (0) (0)( ) , 0Y f Y f Y f  . 
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Тогда 

 1 1 2 2
(0) (0) (0) (0)0, 0X f Y f X f Y f    . 

Отсюда заключаем, что 

 1 2
(0) (0)( ) 0, ( ) 0X Y f X Y f    . 

Следовательно, на основе предложения 2 получили, что 
векторное поле X Y  является нулевым. Значит, X Y . 

Доказанное предложение позволяет ввести следующее оп-
ределение. 

Определение 3. Для каждого векторного поля a X  един-
ственное векторное поле (0)a X  на nM , удовлетворяющее ус-

ловиям 

 (0)(0)
(0)

( ) , ,
( )

0,

a a
a b X f если a b
X f

если a b

  


 

для любых функций b f  ( 1,2)b  , называется естественным 

продолжением векторного поля a X  с многообразия 
a

a
nM  на 

многообразие 
1 2

1 2
n n nM M M  . 

Предложение 4. Имеют место тождества 
(1) (0) (0) (0)( ) ,a a a aX Y X Y    

(2) (0) (0) (0)[ , ] [ , ].a a a aX Y X Y  

Доказательство тождества (1) легко получить прямыми 
вычислениями. Подробнее остановимся на доказательстве то-
ждества (2). 

Для любой функции ( )
b

b b
nf C M  имеем: если a b , то 

 (0) (0) (0) (0) (0)
(0) (0) (0)[ , ] ( ) ( )a a a a a a a a aX Y f X Y f Y X f    

 = (0) (0)
(0) (0)( ) ( )a a a a a aX Y f Y X f   

 (0) (0)( ( )) ( ( ))a a a a a aX Y f Y X f     
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 (0)( ( ) ( ( ))a a a a a aX Y f Y X f    

 (0)
(0) (0)([ , ] ) [ , ] ,a a a a a aX Y f X Y f   

если a b , то получаем также верное равенство. 
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