
О. О. Белова 

29 

 
O. Belova 

 
Inducing an analog of Neifeld’s connection 

on the Grassman-like manifold of centered planes 
 

Grassman-like manifold *( , )Gr m n  of centered m-planes is consid-

ered in the projective space nP . Principal fiber bundle is arised above it. 

Analog of Neifeld’s connection is given in this fibering. It is proved, that 
the analog of Norden’s normalization of Grassman-like manifold of cen-
tered planes induces this connection. 
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Геометрические структуры на линейных алгебрах 

 
Рассматриваются пространства с фундаментальной фор-

мой произвольной степени. Такие пространства можно реали-
зовать на линейных алгебрах, если в качестве фундаменталь-
ной формы брать детерминант произвольного элемента или 
произведения нескольких элементов, если такое произведение 
дает форму со значениями в основном поле. 
 
Ключевые слова: алгебры, геометрические структуры, группа 

движений, почти евклидовы пространства. 
 
Среди геометрических структур, определяемых на основе 

линейного пространства, можно выделить один класс, кото-
рый представляется естественным обобщением евклидовых 
пространств. Геометрия пространств из этого класса опреде-
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ляется каким-либо однородным многочленом (формой) степе-
ни m , инвариантным относительно некоторой подгруппы ли-
нейной группы. При 2m  получаются евклидовы или псев-
доевклидовы пространства, а о пространствах с фундамен-
тальными формами четвертой степени упоминал еще Риман в 
своей знаменитой лекции «О гипотезах, лежащих в основании 
геометрии» ]1[ . 

Основная трудность в исследовании таких пространств 
при 2m  заключается в том, что технически сложно найти 
непрерывную группу преобразований, оставляющих неизмен-
ной фундаментальную форму. Однако эту техническую труд-
ность можно обойти, если связать фундаментальную форму с 
некоторой линейной алгеброй. 

Пусть nA   линейная алгебра над полем вещественных 

чисел, nAn dim , и nee ,,1   некоторый базис линейного 

пространства алгебры nA . Введем понятие детерминанта 

произвольного элемента алгебры nA . Для этого рассмотрим 

линейное уравнение bxa  , где nAxba ,, , которое будет 

эквивалентно системе линейных вещественных уравнений 

 qkpq
pk bxac  ,  (1) 

где q
pkc   структурные константы, то есть q

q
pkkp ecee  . 

Тогда детерминантом элемента k
k eaa   называется опреде-

литель )(det)( pq
pk aca   системы (1). 

Детерминант играет существенную роль в теории линей-

ных алгебр. Например, элемент nk
k Aeaa   обратим тогда и 

только тогда, когда 0)( a . Впрочем, для геометрических 

приложений наиболее важно следующее свойство детерми-
нантов. 
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Теорема (о мультипликативности детерминанта). Пусть 

nA  — ассоциативная алгебра, тогда для любых nAba ,  

 )()()( baba   .  (2) 

Действительно, sl
rs

r
pq

qp xccbaxba  )( , то есть 

 )(det)( l
rs

r
pq

qp ccbaba  . 

Между тем sl
pr

r
qs

qp xccbaxbaxba  )()( , поэтому 

 )(det)(det)(det)(det r
qs

ql
pr

pr
qs

ql
pr

pl
rs

r
pq

qp cbcacbcaccba  . 

И мы получаем тождество (2). 
Мультипликативное свойство детерминантов дает основа-

ние взять детерминант )(x  произвольного элемента nAx  в 

качестве фундаментальной формы на линейном пространстве 
алгебры. В этом случае легко найти группу nGLG   линей-

ных преобразований, сохраняющих эту фундаментальную 
форму. Данную группу образует множество линейных алгеб-
раических функций общего вида 

 bxax  ,  (3) 

где элементы nAba ,  удовлетворяют условию 

 1)()(  ba  .  (4) 

При этом очевидно, что множество элементов алгебры nA , 

удовлетворяющих условию (4), образуют подгруппу 1S  в 

группе всех обратимых элементов этой алгебры. 
Если в качестве базовой алгебры взять поле комплексных 

чисел C , то 22)( yxiyx   и геометрическая структура 

поля комплексных чисел будет евклидовой планиметрией (что 
совпадает со стандартной геометрической интерпретацией 
комплексных чисел). А для алгебры двойных вещественных 
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чисел 2Reyxz  , где 12 e , 22)( yxеyx  , то есть 

геометрической структурой этой алгебры будет псевдоевкли-
дова планиметрия (что также совпадает со стандартной гео-
метрической интерпретацией двойных чисел ]2[ ). 

Обобщением алгебры двойных вещественных чисел и ал-
гебры (поля) комплексных чисел являются алгебры mR  цикли-

ческих чисел порядка m  и алгебры mR  антициклических чисел 

порядка m  соответственно ]3[ . Детерминантом произвольно-

го циклического числа 

 m
m

m Rexexexxx  


1
1

2
210   

будет так называемый циркулянт ]4[ , который вычисляется по 

формуле 

 







1

0

)1(
1

2
210 )()(

m

k

km
mm

k
m

k
m xxxxx   ,  (5) 

где 
m

i
mm

 2
sin

2
cos  . При этом )(x  представляет собой 

вещественнозначную форму степени m . Например, при 3m  

 xyzzyxzyx 3)( 3332  ee . 

Форма (5) берется в качестве фундаментальной формы 
геометрической структуры алгебры циклических чисел поряд-
ка m . А преобразования, сохраняющие )(x , то есть движе-

ния этой геометрической структуры, представляются линей-
ными функциями такого вида: 

 )exp( 1
1

2
21


 m

m eeexx   ,  (6) 

так как можно показать, что 

 1))(exp( 1
1

2
21  


m

m eee   .  (7) 
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Линейные пространства алгебр mR  с геометрической 
структурой, определяемой группой преобразований вида (6), 
называются циклическими пространствами, а геометрия таких 
пространств  циклической геометрией. 

Евклидовы и псевдоевклидовы пространства произвольной 
размерности можно реализовать на алгебрах гиперкомплексных 
чисел Клиффорда, которые еще называют алгебрами альтернио-
нов ]6[ . В этих алгебрах, обозначим их nK , линейный базис со-

ставлен из единицы и всевозможных упорядоченных кортежей 

 
rr kkkkkk eeee   2121

, nkkk r  211 , 

полученных произведением элементов из системы образую-
щих neee ,,, 21  . При этом произведение базисных элементов 
задается структурными тождествами 

 0 krrk ееее , если rk   и 12 ke   (8) 

с учетом ассоциативности умножения. 
Евклидовы и псевдоевклидовы структуры возникают на 

таких подпространствах E  линейных пространств алгебр аль-
тернионов, в которых квадрат вектора дает вещественнознач-
ную квадратичную форму. И в такой интерпретации движения 
евклидовых и псевдоевклидовых пространств задаются клиф-
фордозначными функциями следующего вида: 

 1 axax ,  (9) 

отображающими подпространства nKE   на себя. 

Непосредственным обобщением алгебр альтернионов бу-
дут так называемые элементальные алгебры ]5[ , которые обо-

значим m
nB . Их линейный базис составлен из единицы и все-

возможных упорядоченных кортежей 

 nn
neeee    2121

21 , mi  0 , 

полученных произведением элементов из системы образую-
щих neee ,,, 21  . При этом произведение базисных элементов 

задается структурными тождествами 



Дифференциальная  геометрия  многообразий фигур 

34 

 









 qpеслиееее

rkеслиееее

pq
m
mqp

krmrk

,

,
1


  (10) 

и 1m
ke  с учетом ассоциативности умножения. 
Геометрические структуры в элементальных алгебрах воз-

никают на подпространствах E , таких, что для Ex  степень 
mx  будет однородным многочленом (формой) степени m . Та-

кие подпространства существуют в силу следующего тождест-
ва [5]: 

 m
n

mmm
nn xxxexexex   212211 )( ,  (11) 

которое можно доказать при помощи структурных соотноше-
ний (10). А движения в этих подпространствах даются линей-
ными функциями вида (9), отображающими подпространства 

m
nBE   на себя. 

В пространствах с фундаментальной формой произвольной 
степени различные геометрические величины определяются 
при помощи этой формы аналогично тому, как в евклидовых и 
псевдоевклидовых пространствах геометрические величины — 
посредством квадратичной фундаментальной формы. И поэто-
му такие пространства называются почти евклидовыми [5]. 

В частности, в почти евклидовых пространствах с формой 
)(xgm  норма вектора определяется по формуле 

 m
m xgx )( .  (12) 

И так же, как в псевдоевклидовых пространствах, в почти 
евклидовых пространствах норма вектора может выражаться 
вещественным либо комплексным числом. При этом образ в 
аффинном пространстве множества векторов имеющих одну и 
ту же норму, по аналогии с евклидовыми и псевдоевклидовы-
ми пространствами называют сфероидами, а величину этой 
нормы  радиусом сфероида. 

Заметим еще, что почти евклидовы пространства обладают 
многими свойствами, аналогичными свойствам евклидовых и 
псевдоевклидовых пространств. И потому они находят прило-
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жения в тех же разделах математики и теоретической физики, 
в которых естественным образом возникают структуры евкли-
довых и псевдоевклидовых геометрий. 
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Geometric structures on the linear algebras 
 

We consider spaces with fundamental form of arbitrary degree. Such 
space can be implemented on linear algebras. As the fundamental form is 
taken determinants of common element of algebras or the product of sev-
eral elements if it is a form with the values in the main field. 
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1 
Специальные контактно 2-геодезические преобразования  

почти контактных метрических структур 
 

Вводится специальный вид контактно-геодезических пре-
образований почти контактных метрических многообразий. 
Исследуются структурные тензоры почти контактных метри-
ческих многообразий, находится инвариант специального кон-
тактно 2-геодезических преобразования. 

 

Ключевые слова: почти контактные метрические многообразия, 
геодезические преобразования. 
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