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Isometric transformations of a prolonged almost contact 

metric structures with the complete lift metric 
 
We consider the almost contact metric space with intrinsic metric con-

nection. Extended Riemann structure with the complete lift metric is deter-
mined on distribution of almost contact metric structure. We study infini-
tesimal isometry of extended structure. It is shown that the total admissible 
lift infinitesimal isometry of base is isometry metric of complete lift. 
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Калибровочные алгебры на гладких многообразиях 
 

Рассматриваются расслоения линейных алгебр на гладких 
многообразиях. Сечения расслоения линейных алгебр обра-
зуют калибровочную алгебру. Действие на этой алгебре фик-
сированной подгруппы мультипликативной группы определя-
ет поля линейных геометрических объектов на базовом мно-
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гообразии. А связность, согласованная с действием фиксиро-
ванной подгруппы регулярной группы, задает инвариантное 
продолжение алгебраического дифференцирования линейных 
геометрических объектов. 
 
Ключевые слова: алгебры, векторные расслоения, калибровоч-

ные поля, калибровочные группы, связность, алгебраическое диффе-
ренцирование, инвариантное продолжение. 

 
Рассмотрим гладкое многообразие M , nM dim , и над 

каждым касательным пространством xT , Mx , построим ли-

нейную алгебру xA , изоморфную некоторой фиксированной 
ассоциативной и унитальной алгебре A  с подстилающим про-
странством V , nV dim . При этом будем считать, что едини-
ца алгебры не принадлежит V . Объединение 

Mx
xAAM


  пред-

ставляет собой тотальное пространство векторного расслоения 
с базой M , проекцией MAMρ : , xAρ x )( , и типовым 
слоем A  [1]. Сечения этого расслоения AMMη :  образуют 
бесконечномерную ассоциативную унитальную алгебру )(MA  
с поточечным умножением полей (x)η . 

Пусть теперь на алгебре A  задано сопряжение [2]. Тогда 
на )(MA  будет определена форма (x)η(x)ηxηg ))(( , прини-
мающая значения в подалгебре )()( MAMF  , порожденной 
единичным полем )(xε . 

Обозначим )(MG  подгруппу регулярной группы алгебры 
)(MA , элементами которой будут сечения )(xα , удовлетво-

ряющие условию )()()( xεxαxα  . И пусть )(MLG , )(MRG , 

)(MAdG  — множества элементарных линейных функций вида 

 )()()( xηxαxη  ,  (1) 

 )()()( xαxηxη  ,  (2) 

 )()()()( xαxηxαxη  .  (3) 
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Нетрудно видеть, что множества )(MLG , )(MRG  и )(MAdG  
относительно суперпозиции функций образуют группы, гомо-
морфные группе )(MG . При этом форма )(xg  будет инвари-

антна относительно действия групп )(MLG , )(MRG  и )(MAdG . 

Например, если )()()( xηxαxη  , то 

  ))()(())()(()()())(( xηxαxηxαxηxηxηg  

 ))(()()()())()(()( xηgxηxηxαxηxηxα  . 

Таким образом, относительно действия локальных (или ка-
либровочных) групп )(MLG , )(MRG  и )(MAdG  сечения (x)η  
расслоения алгебр с сопряжением представляют собой калиб-
ровочные поля [3], так что алгебра с сопряжением )(MA  будет 
алгеброй калибровочных полей, или калибровочной алгеброй. 

Сечения расслоения алгебр с сопряжением, как калибро-
вочные поля на гладком многообразии, различаются относи-
тельно действия группы )(MG . Если калибровочное поле 

)(xξ  преобразуется по закону (1), то это поле называется G-спи-
норным, если поле )(xζ  преобразуется по закону (2), то поле 
называется G-коспинорным, если же поле )(xν  преобразуется 
по закону (3), то оно называется G-векторным. При этом в си-
лу линейности функций (1—3) поля каждого вида образуют 
модуль в калибровочной алгебре )(MA . 

Модельным примером калибровочной алгебры на гладком 
многообразии может служить алгебра сечений клиффордовых 
расслоений [4]. Здесь типовым слоем будет алгебра Клиффор-
да qpC ,  и, соответственно, сечениями клиффордова расслое-

ния будут формальные суммы поливекторных полей. 
Линейный оператор )()(: MAMA   называется алгеб-

раическим дифференцированием, если для любых калибро-
вочных полей )(xη  и )(xμ  справедливо тождество Лейбница 

 ))(()())())(())()(( xμxηxμxηxμxη  .  (4) 
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Алгебраическое дифференцирование  , определенное ло-
кально в каждом слое xA , не инвариантно относительно дей-
ствия группы )(MG  на калибровочные поля. Однако если на 
алгебре )(MA  задать поле, которое под действием группы 

)(MG  изменяется по такому закону: 

 )())(()()()()( xαxαxαxγxαxγ   ,  (5) 

где )()( MAxα  , то по оператору   можно определить опера-
торы алгебраического дифференцирования, которые будут ин-
вариантны относительно линейного действия группы )(MG . 
Такие операторы называются инвариантным продолжением ал-
гебраического дифференцирования  , а поле )(xγ  — G-связ-
ностью оператора  . 

Теорема (об инвариантном продолжении). Пусть   — ка-
кое-либо алгебраическое дифференцирование, )(xγ  — неко-
торое поле связности оператора  , а )(xξ , )(xζ  и )(xν  — 
соответственно любые G-спинорные, G-коспинорные и G-
векторные поля. Тогда операторы, определенные на этих по-
лях по формулам 

 )()())(())((δ xξxγxξxξL   ,  (6) 

 )()())(())((δ xγxζxζxζR
  ,  (7) 

 )()()()())(())((δ xγxνxνxγxνxν   ,  (8) 

будут инвариантными относительно линейного действия груп-
пы )(MG . 

Доказательство. Для G-спинорного поля )(xξ  

   ))()(())()((δ))((δ xξxαxξxαxξ LL  

   ))(()()())(())()(()( xξxαxξxαxξxαxγ  

   )()()())(())()(())()()(( xξxαxαxαxξxαxαxγxα  

 ))((δ)()()()())(()( xξxαxξxγxαxξxα L
  . 
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Аналогично доказывается инвариантность операторов R
δ  

и δ , то есть тождества 

 )())(((δ))()((δ xαxζxαxζ RR   , 

 )())(((δ)())()()((δ xαxνxαxαxνxα   . □ 

Операторы L
δ , R

δ  и δ  называются инвариантными про-

должениями алгебраического дифференцирования  . Посмот-
рим, как они действуют на произведение различных калибро-
вочных полей. 

Из формул (1—3) видно, что произведение G-векторных 
полей будет снова G-векторным полем. В то же время произве-
дение G-спинорного поля на G-коспинорное поле будет G-век-
торным полем, а произведение G-коспинорного поля на G-спи-
норное поле будет G-скалярным полем. 

Возьмем два G-векторных поля )(1 xν  и )(2 xν , тогда 

   ))((δ)()())((δ 2121 xνxνxνxν  

   )())()()()())((( 2111 xνxγxνxνxγxν  

   ))()()()())((()( 2221 xγxνxνxγxνxν  

  ))(()(()())((( 2121 xνxνxνxν  

   ))()()()()()( 2121 xγxνxνxνxνxγ ))()((δ 21 xνxν  , 

то есть оператор δ  является алгебраическим дифференциро-

ванием G-векторных полей. Аналогично доказываются тожде-
ства Лейбница для операторов инвариантно продолженного 
дифференцирования произведений G-спинорных и G-коспи-
норных полей )(xξ  и )(xζ : 

 ))((δ)()())((δ))()((δ xζxξxζxξxζxξ RL
  , 
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 ))((δ)()())((δ))()(( xξxζxξxζxξxζ LR
  . 

Если теперь предположить, что алгебраические дифферен-
цирования 1  и 2  принадлежат некоторой алгебре Ли (так 
что определен коммутатор этих алгебраических дифференци-
рований), то коммутаторы инвариантных продолжений све-
дутся к умножению на некоторое G-векторное поле, представ-
ляющее кривизну калибровочной алгебры на гладком много-
образии. То есть справедливо следующее утверждение. 

Теорема (о кривизне). Если )(xξ , )(xζ  и )(xν  соответст-
венно любые G-спинорные, G-коспинорные и G-векторные по-
ля, а 1  и 2  принадлежат некоторой алгебре Ли, то 

 )(),()()δ]δ,([δ
212121 ],[ xξγγKxξLLL   ,  (9) 

 ),()()()δ]δ,([δ
212121 ],[   γγKxζxζRRR ,  (10) 

   )()δ]δ,([δ ],[ 2121
xν  

 ),()()(),(
2121   γγKxνxνγγK ;  (11) 

 ],[21 2112211221
),(   γγγγγγγγγK .  (12) 

Доказательство. Возьмем произвольное G-спинорное по-
ле )(xξ , тогда 

   )()()()())(())((δδ 1121 2221
xξxγxξxγxξxξLL  

 )()()())(()(
211 2 xξxγxγxξxγ   , 

   )()()()())(())((δδ 2212 1112
xξxγxξxγxξxξLL  

 )()()())(()(
122 1 xξxγxγxξxγ   , 

   )()())()(δδδ(δ 12211221
xξxξLLLL  

 )())()()()()()((
122112 21 xξxγxγxγxγxγxγ   , 
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тогда, учитывая, что 

 )()()())()(δ ],[1221],[ 1111
xξγxξxξL   , 

мы получим 

 )(),())()(δδδδ(δ
21111221 ],[ xξγγKxξLLLLL   . 

Аналогично доказываются тождества (10) и (11). □  

Заметим еще, что в расслоении клиффордовых алгебр, ко-
гда в качестве группы )(MG  берется )Spin(M , а алгебраиче-
скими дифференцированиями будут векторные поля  , их ин-
вариантное продолжение представляет собой ковариантную 
производную [4; 5]. 
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Gauge algebras on a smooth manifold 

 
The bundle of linear algebra on smooth manifolds are considered. 

The сross-sections of bundle of linear algebra form a gauge algebra. Ac-
tion on this algebra of fixed subgroups of the multiplicative group deter-
mines the linear geometrical objects field in the base manifold. A connec-
tion compatible with the action of a fixed subgroup of regular group sets 
invariant extension of algebraic derivations of linear geometrical objects. 




