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1 
Нормализации Нордена — Чакмазяна 

распределений, заданных на гиперповерхности 
 

В проективном пространстве продолжаем изучать 
гиперповерхность, несущую тройку сильно взаимных 
распределений. Для оснащающих распределений гипер-
поверхности внутренним образом введена нормализа-
ция в смысле Нордена — Чакмазяна. 

 
Ключевые слова: гиперповерхность, распределение, нормализа-

ция в смысле Нордена — Чакмазяна, инвариантность нормалей 1-го 
и 2-го рода. 
 

В работе индексы принимают следующие значения: 

1,1,  n ; rqp ,1,  ; 1,1,  nrwv ; mrji ,1,  ;  

}1,1;1{,  nm,r ; mba ,1,  ; 1,1,  nm . 

Продолжаем изучать гиперповерхность nn P1 , несу-
щую тройку сильно взаимных ),,( EL -распределений [1]. 
Этот объект является элементом трехсоставного сильно взаим-
ного распределения nPVH   [2] в случае, когда H-распределе-
ние голономно, при этом основные распределения связаны со-
отношениями 

)()()( 0100 AHAMA nmr  ,  )(),()( 000 ALAAM srm  , rms  ,  

                                                 
Поступила в редакцию 17.05.2020 г. 
© Елисеева Н. А., 2020 

 

https://orcid.org/0000-0003-0651-6692


Н. А. Елисеева 

69 

 )(),()( 01001 AEALAФ mnsrn   , 

 )(),()( 01001 AEAA mnrsn    , 

)()()( 0001 ALAMA smrn  , )()()( 0001 AAMA rmsn   , 

где )( 01 Arn  , )( 01 Asn  , )( 01 AE mn   — характеристики ги-

перплоскости )( 0AH  при смещениях центра 0A  вдоль интег-
ральных кривых Λ-, L-, M-распределений [1].  

1. Будем говорить, что Λ-распределение, заданное на ги-
перповерхности 1nΩ , нормализовано в смысле Нордена — 

Чакмазяна [2], если в каждой точке 10  nA   к нему инвари-
антным образом присоединены поля нормалей 1-го рода 

)( 0AN r-n  и нормалей 2-го рода )( 01 ANr , определяемые, соот-
ветственно, полями квазитензоров 


 0

p
n

p
n

p
n   (а),  

 0
000
ppp  .              (1) 

Отметим, что в каждой точке 10  nA   нормаль 1-го рода 

];[)( 10 nrnr-n XAN    проходит через характеристику 1rn  

касательной гиперплоскости )( 0AH , полученную при смеще-

ниях точки 0A  вдоль интегральных кривых Λ-распределения. 

Требование инвариантности нормали )( 0AN r-n , где 

v
v
np

p
nnn AAAX   , приводит к условиям (1.а). Если потре-

бовать, чтобы прямая ],[ 01 nXA  была инвариантна, то кро-
ме (1.а) получим условия 


 0

v
n

v
n

v
n  .                               (2) 

Уравнения (2) выполняются, если охват объекта }{ v
n  

осуществить с помощью квазитензора 

qp
n

v
pq

v
n r

 1
 ,   

 0
v
n

v
n

v
n  , 

где };{  pq
i
pq

def
v
pq   [3]. 
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В дальнейшем считаем, что прямая ];[ 01 nXA инвари-

антна, а точка nX  имеет разложение вида  

v
v
np

p
nnn AAAX   . 

Итак, под полем нормалей 1-го рода )( 0AN r-n  Λ-распреде-
ления мы будем понимать поле соответствующего квазитензо-

ра }{ p
n .  

Если охваты квазитензоров }{ p
n , }{ 0

p  осуществить, 

например, по формулам p
n

p
n   , 00

pp   , где 

ji
n

p
ij

p
n s

 1
 ,   

 0
p
n

p
n

p
n  ,                 (3) 

i
pip s

 10  ,   
 0

000
ppp  ,                  (4) 

то в дифференциальной окрестности 2-го порядка к оснащаю-
щему Λ-распределению гиперповерхности 1nΩ  внутренним 

образом присоединяется нормализация Нордена — Чакмазяна 

),( 0
p

p
n  . 

Проведем аналогичные рассуждения для других оснаща-
ющих распределений гиперповерхности, что приведет нас к 
следующим результатам. 

2. В дифференциальной окрестности 2-го порядка к L-рас-
пределению, заданному на гиперповерхности 1nΩ , внутрен-

ним образом будет присоединена нормализация в смысле Нор-

дена — Чакмазяна, если охваты квазитензоров }{ i
nν  и },{ 0

iν  

определяющих соответственно нормаль 1-го рода  

];[)( 10 nsns-n YAN   , 

где ,
 AAAY ni

i
nnn   и нормаль 2-го рода  

)()( 001 ALANs  , ),(A 010 AN s  
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осуществить по формулам i
n

i
n   , 00

ii   , где 

qp
n

i
pq

i
n r

 1
 ,   

 0
i
n

i
n

i
n  ,                 (5) 

p
ipi r

 10  ,   
 0

000
iii  .                     (6) 

При этом прямая ];[ 01 nYAl   будет инвариантна, если 

охват объекта }{  n  построить следующим образом: 

ji
nijn s

L  1
 ,   


  0nnn LL  , 

где };{   ij
p
ijij   [3]. 

3. Нормализацию Нордена — Чакмазяна E-распределения, 
заданного на гиперповерхности 1nΩ , определим следующим 

образом. В каждой точке 10  nΩA  для плоскости )( 0AE  за-

даны нормаль 1-го рода ];[)( 01 nmm ZMAN  , где  

,a
a
nnnn AAAZ  

   

и нормаль 2-го рода  

)()( 002 AEAN mn  , )( 02 ANA mn0  , 

условия инвариантности которых соответственно имеют вид 



  0nnn  ,   

  0
000  .            (7) 

Соотношения (7) выполняются, если охваты квазитензоров 

}{  n , }{ 0
  представить, например, в виде  


nn Eν  ,  00

 ν ,   

где ba
nabn ΛΛ

m
E  1

 , a
am   10  . 
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Если охват квазитензора }{ a
n  осуществить, например, по 

формуле a
n

a
n Eν  , где 

 n
aa

n mn
E

1

1


 , то прямая 

];[ 01 nZA  будет инвариантна. 

4. Будем говорить, что оснащающее M-распределение ги-
перповерхности 1nΩ  нормализовано в смысле Нордена — 

Чакмазяна [2], если к нему инвариантным образом присоеди-

нены поля нормалей 1-го рода ];[)( 10 nmnm-n EAN   и норма-

лей 2-го рода )( 01 AN -m , определяемые соответственно полями 

квазитензоров: 


 0

a
n

a
n

a
n  ,   

 0
000
aaa  , 

где 
 AEAνAε na

a
nnn  . 

При этом охваты квазитензоров можно осуществить, 

например, по формулам };{ i
n

p
n

def
a
n

a
n    (3, 5), 

};{ 0000
ip

def

aa    (4, 6).  

Прямая ];[ 01 nA    является инвариантной, если охват 

объекта }{  n  представить в виде  

ba
nabn m

E  1
 ,   


  0nnn EE  . 

5. Для оснащающего Ф-распределения гиперповерхности 

1nΩ  нормализация в смысле Нордена — Чакмазяна [2] опре-

деляется следующим образом. В каждой точке 10  nΩA  для 

плоскости )Φ(A0  задается нормаль 1-го рода  

)]();([)( 0001 AAAN nrr  , 
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где ,v
n p

p
nvnn AAA    и нормаль 2-го рода )( 02 AN rn   в 

смысле Нордена [4], условия инвариантности которых имеют 
соответственно вид 


 0

v
n

v
n

v
n  ,   

 0
000
vvv  . 

Охваты квазитензоров }{ v
nν , }{ 0

v  можно осуществить, 

например, по формулам 

};{  n
i
n

def
v
n

v
n  ,   };{ 0000

 i

def

vv  , 

где i
n , 0

i  определяются соответственно соотношениями (5), 
(6) и 

qp
npqn r

  1
 ,   


  0nnn  , 

p
pr   10  ,   

  0
000  . 

Требование инвариантности прямой ];[ 01 nA    выполня-

ется, если охват объекта }{ p
nν , например, представить в виде 

wv
n

p
vw

p
n -r-n


1

1
 ,   

 0
p

n
p
n

p
n  . 

6. В дифференциальной окрестности 2-го порядка к осна-
щающему Ѱ-распределению гиперповерхности 1nΩ  внутрен-

ним образом будет присоединена нормализация в смысле 
Нордена — Чакмазяна, если охваты квазитензоров }{ μ

nν  и 

},{ 0
μν  задающих соответственно нормаль 1-го рода 

)]();([)( 0001 AALAN nss  , где ,n i
i
nnn AAA  

   и нор-

маль 2-го рода )( 01 AN sn  , представить в виде  

}
~

;{   n
p
n

def

nn  ,   }
~

;{ 0000
  p

def

 , 
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где p
n  и 0

p  определяются соответственно по формулам (3), (4) и  

ji
nijn s

  1~
 ,   


  0

~~
nnn  , 

i
is   1~0  ,   

  0
000 ~~

 . 

Прямая ];[ 01 nΨA  является инвариантной, если ,i
n

i
n Ψν   

где ημ
n

i
μη

i
n ΛΛ

n-s-
Ψ

1

1
 , 

 0
i

n
i
n

i
n  .  
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Normalization of Norden — Chakmazyan for distributions  
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In the projective space, we continue to study a hypersurface with 

three strongly mutual distributions. For equipping distributions of a 
hypersurface, normalization in the sense of Norden — Chakmazyan is 

https://orcid.org/0000-0003-0651-6692


Н. А. Елисеева 

introduced internally. The distribution of the equipping planes is normal-
ized in the sense of Norden — Chakmazyan if the fields of normals of the 
1st kind and normals of the 2nd kind are attached to it in an invariant way. 
For each equipping distribution, the fields of normals of the 1st and 2nd 
kind are defined by the corresponding fields of quasitensors. At each 
point of the hypersurface, the normal of the 1st kind of the equipping dis-
tribution of the hypersurface passes through the characteristic of the tan-
gent hypersurface. This characteristic was obtained with displacements of 
the point along the integral curves of the equipping distribution. 

For equipping distributions, the coverage of quasitensors is found un-
der which the conditions of invariance of the normals of the 1st and 2nd 
kind are satisfied. 

Coverage of quasitensors is found for which normalization in the 
sense of Norden — Chakmazyan is attached to the equipping distributions 
of the hypersurface in a second-order differential neighborhood.  

 
Keywords: hypersurface, distribution, normalization in the sense of 

Norden — Chakmazyan, invariance of normals of the 1st and 2nd kind. 
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