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О СОВПАДЕНИИ И ИНТЕРПРЕТАЦИИ СВЯЗНОСТЕЙ, 

ИНДУЦИРОВАННЫХ НА СЕМЕЙСТВЕ 
ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 

 
Исследуется семейство центрированных плоскостей в про-

ективном пространстве. Показано, что композиционное оснащение 
семейства, состоящее в задании полей аналогов плоскостей Картана 
и нормалей 2-го рода Нордена, индуцирует шесть пучков групповых 
связностей, в каждом из которых выделяется по одной связности. 
Найдены условия совпадения связностей и дана их геометрическая 
характеристика при помощи параллельных перенесений. 

 
Family of centered planes in projective space is investigated. It is shown 

that composite clothing of this family induces 6 bunches of group connections. 
In each of this bunches one connection is allocated. Their conditions of coin-
ciding are found. Geometric interpretation each of them is done. 
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1. Семейство центрированных плоскостей 
 
Индексы в работе принимают следующие значения: 

 ,1 n,KJ,I, =  ,1,1 n,mγβ,α,m,cb,a, +==  .1 r,kj,i, =  

Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвижному ре-
перу },{ IAA  с инфинитезимальными перемещениями 

 IAωθAdA I+= , AωAωθAdA IJ
J
III ++= .  (1) 

Структурные уравнения nP  запишем в виде [4] 

 I
J

JI ωωDω ∧= , IωωωωδωωDω K
J

J
I
K

I
J

J
K

I
K ∧+∧+∧= , KωωDω K

II ∧= ,  (2) 

где I
JI

I ωωω ,,  — структурные формы проективной группы )(GP n . 

В пространстве nP  рассмотрим m-мерную (1 nm < ) центрирован-

ную плоскость ),(* CLL mm = . Специализируем репер },,{ αAAA a , помес-

тив вершину А в центр С плоскости *
mL , aA  — на плоскость *

mL . Систе-
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ма уравнений r-мерного многообразия rB  (1 ))( nmnmr +−<  центри-

рованных плоскостей *
mL  в параметрической форме имеет вид [1] 

 ia
i

a θΛ=ω , iα
i

α θΛω = , i
aia θΛ=ω αα ,  (3) 

где формы Пфаффа iθ  являются структурными формами r-мерного 
гладкого многообразия rV  — пространства параметров, а совокупность 

функций },,{ αα ΛΛΛ=Λ aii
a
i  образует тензор, содержащий три подтензо-

ра αΛ i , },{ a
ii ΛΛα , },{ αα ΛΛ aii , и называется фундаментальным тензором  

1-го порядка многообразия rB . Компоненты тензора Λ  удовлетворяют 

дифференциальным уравнениям ( 0][ =Λa
ij , 0][ =Λα ija ), 

 ja
ij

a
i

a
i θΛ=ωΛ+ΔΛ α

α , j
iji θΛ=ΔΛ αα , j

aijaiai θΛ=ωΛ−ΔΛ ααα . 

С многообразием rB  ассоциируется главное расслоение )( rs BG , ба-

зой которого является многообразие rB , а с типовым слоем — s-членная 

подгруппа стационарности sG  ( )()1( mnmnns −−+= ) плоскости *
mL . 

Число s  равно количеству форм a
bω , α

βω , a
αω , aω , αω . 

Групповую связность в главном расслоении )( rs BG  задают формы 
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Компоненты объекта групповой связности },,,,{1
iai

a
ii

a
bi αα

α
β ΓΓΓΓΓ=Γ  

удовлетворяют следующим дифференциальным уравнениям: 
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где b
a
ic

c
ii

a
b

a
bi

a
bi ωΛ−ωΛ+ωΛδ−ωΛ=ω α

α
α

α )( , α
α ωΛ=ω aiai , 

       β
α

γ
γα

ββ
αα

β ωΛ−ωΛ+ωΛδ−ωΛ−=ω ia
a
ii

a
aii )( , αα ωΛ−=ω a

i
a

i . 

Видно, что объект Γ содержит два простейших и два простых подобъ-
екта: 1) a

biΓ — объект плоскостной линейной связности; 2) α
βΓ i — объект 

нормальной линейной связности; 3) },{ ai
a
bi ΓΓ — объект центропроек-

тивной связности; 4) },,{ a
ii

a
bi α

α
β ΓΓΓ — объект аффинно-групповой связности. 

Компоненты объекта кривизны групповой связности 
},,,,{ ijaij

a
ijij

a
bij RRRRRR αα

α
β=  выражаются по формулам 
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причем альтернирование производится по крайним индексам в квад-
ратных скобках. 
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Продолжая уравнения (5), имеем уравнения на продолжения ком-
понент ,Γ  используя которые, найдем дифференциальные сравнения 
для компонент объекта кривизны 1R групповой связности 1-го порядка: 
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где символ « ≡ » означает сравнение по модулю базисных форм iθ . 
Таким образом, объект кривизны R  образует тензор, содержащий  

четыре подтензора a
bijR , },{ aij

a
bij RR , α

βijR , },,{ a
ijij

a
bij RRR α

α
β , которые явля-

ются тензорами кривизны подсвязностей, задаваемых соответственно 
подобъектами a

biΓ , },{ ai
a
bi ΓΓ , ,α

βΓ i },,{ a
ii

a
bi α

α
β ΓΓΓ . 

 
2. Композиционное оснащение  
и индуцированные связности 

 
Определение 1. Композиционным оснащением [4] семейства rB  называ-

ется присоединение к каждой плоскости *
mL : 

1) (n − m − 1)-плоскости 1−−mnC , не имеющей общих точек с плоскостью 
*
mL  (аналог плоскости Картана); 

2) (m − 1)-плоскости 1−mN , лежащей в плоскости *
mL  и не проходящей 

через ее центр А (аналог нормали 2-го рода Нордена). 
Оснащающие плоскости 1−−mnC , 1−mN  определим точками 

 AAAB a
a

αααα λ+λ+= , AAB aaa λ+= .  (8) 

Дифференцируя эти равенства, запишем систему уравнений, обес-
печивающих инвариантность оснащающих плоскостей: 

 ia
i

aa θλ=ω+λΔ ααα , i
ia

a θλ=ω+ωλ+λΔ αααα , i
aiaa θλ=ω+λΔ .  (9) 

Таким образом, композиционное оснащение задается полем квази-
тензора =λ },,{ αα λλλ a

a  на базе rB . 
Композиционное оснащение определяет нормализацию 1-го ро-

да — поле плоскостей ACN mnmn ⊕= −−− 1 , порожденных плоскостями 
Картана 1−−mnC , а оснащение Бортолотти — поле гиперплоскостей 

111 −−−− ⊕= mmnn NCP , натянутых на плоскости 1−−mnC  и нормали 2-го 
рода 1−mN . 

Вводя формы связности (4) в уравнения (9), получим 

 i
aia θλ∇=λ∇ , ia

i
a θλ∇=λ∇ αα , i

i θλ∇=λ∇ αα ,  (10) 

где в левых частях стоят ковариантные дифференциалы компонент λ  
относительно групповой связности Γ : 

 ,~~
a

b
abaa d ω+ωλ−λ=λ∇  ,~~~ aaa

b
baa d α

β
αβααα ω+ωλ−ωλ+λ=λ∇  ,~~~

αα
β
αβαα ω+ωλ+ωλ−λ=λ∇ a

ad  
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а в правых перед базисными формами — ковариантные производные 

 ,ai
b
aibaiai Γ−Γλ+λ=λ∇  ,a

ii
aa

bi
ba

i
a

i α
β
αβααα Γ−Γλ+Γλ−λ=λ∇   

 .iai
a

iii αα
β
αβαα Γ−Γλ−Γλ+λ=λ∇  

Эти ковариантные производные удовлетворяют следующим диф-
ференциальным сравнениям: 

 ,0≡λ∇Δ ai ,0≡λ∇Δ α
a

i .0≡ωλ∇+λ∇Δ αα a
a

ii  

Совокупность ковариантных производных },,{ αα λ∇λ∇λ∇ i
a

iai  ком-
понент оснащающего квазитензора λ  образует тензор, содержащий 
три подтензора },{,, ααα λ∇λ∇λ∇λ∇ i

a
i

a
iai . 

Теорема 1. Композиционное оснащение многообразия rB  позволяет за-

дать в ассоциированном расслоении )( rs BG  шесть многопараметрических 
пучков связностей, в каждом из которых выделяется по одной связности [2]. 

Доказательство. Компоненты объекта Γ  могут подчиняться 
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i
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i
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i
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a
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1
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 α
α

α
α λλΛ+λλ−μΛ−λΓ=Γ aiab

b
iaib

b
aiai M

1
, 

где А, В, С = 1, 2; a
i

a
i

a
iM Λ−λΛ= β

β  — тензор; βββ λ−λλ=μ a
a . 

Обращая ковариантные производные (11) в нуль, получим новые 
возможные соотношения на компоненты объекта Γ : 
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2

a
bi

b
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a
i Γλ−Γλ+λ=Γ α

β
αβαα ,
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b
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Комбинируя полученные формулы, получаем шесть пучков: 
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1
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1
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 =Γ
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iαΓ }, =Γ
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iαΓ ,

2

aiΓ ,
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 =Γ
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{ a
biΓ , α
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2
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2

aiΓ ,
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iαΓ }, =Γ
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biΓ , α

βΓ i ,
2
a
iαΓ ,

2

aiΓ ,
( )22

iαΓ }. 

Охваты компонент a
biΓ  и α

βΓ i  имеют вид [1] 

 ),(
0

b
a
cc

a
b

c
ii

a
b

a
bi

a
bi M λδ+λδ+λΛδ−λΛ=Γ α

α
α

α  )(
0

γ
γα
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α

β
αα

β λΛ−λδ+λΛ−λΛ−=Γ ia
a
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a
aii M .  (14) 

Подставляя охваты (14) в соотношения (12, 13), мы тем самым выде-
ляем из каждого пучка по одной связности: 
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a
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0
α
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a
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iαΓ ,

01

aiΓ ,
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iαΓ }, =Γ
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{
0
a
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0
α
βΓ i ,

01
a
iαΓ ,
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aiΓ ,
)2,1(01

iαΓ }, 

 =Γ
0221

{
0
a
biΓ ,

0
α
βΓ i ,

02
a
iαΓ ,

02

aiΓ ,
)2,2(01

iαΓ }, =Γ
0222

{
0
a
biΓ ,

0
α
βΓ i ,

02
a
iαΓ ,

02

aiΓ ,
( )202
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Замечание. Типы 
0111
Γ  и 

0222
Γ  ранее рассматривались в работе [1]. 

Шесть пучков связностей для случая распределения центрированных 
плоскостей приведены в работе [3]. 

 
3. Условия совпадения индуцированных связностей 

 
Дифференциалы базисных точек оснащающих плоскостей 

 
( )
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AtBtBBdB
AttBtBBdB

i
ai

i
aib

b
aaa

ia
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i

θ+θ++θ=

θλ−+θ++θ=

α
α

αααβ
β
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где 

 β
βα

β
αβααα Λλλ−Λλλ−Λλ+λ= i

a
bi

baa
i

a
i

a
it , 

 αβ
β

βα
β

αα λλΛ−λλΛ−λ= i
a

aiiit , ααα Λλ+Λ= iaaiait ,  (16) 

 α
αμ+λλΛ−λ= aiab

b
iaiai tt . 

Из выражения (16) с учетом системы уравнений (9) и уравнений на 
},,{ αα ΛΛΛ=Λ aii

a
i  получаем, что величины aiaii

a
i tttt ,,, α

αα  удовлетворяют 
следующим сравнениям: 

 0≡Δ α
a

it , 0≡ω+Δ αα a
a

ii tt , 0≡Δ α
ait , 0≡Δ ait . 

Заметим, что для a
iaii ttt ααα λ−=ˆ  выполняется сравнение 0ˆ ≡Δ αit . 

Таким образом, совокупность величин },,,{ aiaii
a

i ttttt α
αα=  является 

тензором, содержащим четыре подтензора: }{ a
itα , },{ i

a
i tt αα , }{ α

ait , }{ ait . 
Выясним геометрический смысл обращения в нуль тензора t  и 

его подтензоров. Из выражения (15) следует, что при выполнении 
условия: 

1) 0=α
a

it  плоскость Картана 1−−mnC  смещается в нормали 1-го рода 

mnN −  ( mnmn NdC −−− ⊂1 ); 

2) 0=α
a

it , 0=αit  плоскость Картана 1−−mnC  неподвижна; 

3) 0=α
ait  смещение нормали 2-го рода 1−mN  в плоскости *

mL ; 

4) 0=ait  смещение нормали 2-го рода Нордена 1−mN  осуществляет-
ся в гиперплоскости Бортолотти 1−nP ; 

5) 0ˆ =αit плоскость Картана смещается в гиперплоскости Бортолотти; 

6) 0=α
ait , 0=ait  нормаль 2-го рода Нордена неподвижна; 

7) 0=t  плоскости 1−−mnC  и 1−mN  неподвижны, что влечет непод-
вижность гиперплоскости Бортолотти. 

Условия 1, 2, 4, 5 позволяют составить таблицу 1. 
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Таблица 1 

Совпадение связностей разных типов 
 

Г 0111 0211 0212 0121 0221 
0211 mnmn NdC −−− ⊂1  —    
0212 const1 −−−mnC  11 −−− ⊂ nmn PdC  —   

0121 11 −− ⊂ nm PdN  
,1 mnmn NdC −−− ⊂

11 −− ⊂ nm PdN  
const,1 −−−mnC

11 −− ⊂ nm PdN  —  

0221 
,1 mnmn NdC −−− ⊂

11 −− ⊂ nm PdN  11 −− ⊂ nm PdN  
,11 −−− ⊂ nmn PdC  

11 −− ⊂ nm PdN  mnmn NdC −−− ⊂1  — 

0222 
const,1 −−−mnC

11 −− ⊂ nm PdN  
,11 −−− ⊂ nmn PdC

11 −− ⊂ nm PdN  11 −− ⊂ nm PdN  const1 −−−mnC  11 −−− ⊂ nmn PdC  

 
Составим таблицу 2, которая дает классификацию индуцирован-

ных связностей по обращению в нуль подтензоров тензора ковариант-
ных производных компонент этого квазитензора. 

Таблица 2 
 

Ковариантные производные компонент оснащающего квазитензора λ   
относительно групповых связностей каждого типа 

 
Γ  a

i αλ∇  aiλ∇  αλ∇i  

0111 a
itα  ait  itα  

0211 0  ait  itαˆ  

0212 0  ait  0  

0121 a
itα  0  itα  

0221 0  0  itαˆ  
0222 0  0  0  

 
Теорема 2. Каждая из шести индуцированных связностей имеет сле-

дующую геометрическую интерпретацию, представленную в таблице 3 при 
помощи параллельных перенесений оснащающих плоскостей. 

 
Таблица 3 

 
Геометрическая интерпретация индуцированных связностей 

 
Γ  1−−mnC  1−mN  

0111 constC mn −−− 1  11 −− ⊂ nm PdN  

0211 11 −−− ⊂ nmn PdC  11 −− ⊂ nm PdN  

0212 nmn PdC ⊂−− 1  11 −− ⊂ nm PdN  

0121 const1 −−−mnC  nm PdN ⊂−1  

0221 11 −−− ⊂ nmn PdC  nm PdN ⊂−1  

0222 nmn PdC ⊂−− 1  nm PdN ⊂−1  
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