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УСКОРЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ В ЯКОБИАНЕ  

ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ КРИВОЙ 
 

Предложен метод ускорения процедур сложения и удвоения точек 
якобиана гиперэллиптической кривой в аффинных и проективных коор-
динатах. Разработаны соответствующие модификации алгоритма Мил-
лера. В аффинных координатах затраты на групповую операцию удвое-
ния больше затрат на групповую операцию сложения, поэтому выгоднее 
выполнить последовательно два сложения, чем удвоение и сложение. По-
лучены оценки эффективности модифицированных алгоритмов. 

 
In article is stated the method of acceleration of procedures of addition 

and doubling points Jacobian of a hyperelliptic curve in affine and projective 
coordinates. Corresponding modified Miller algorithms are developed. In af-
fine coordinates an expense for group operation of doubling there are more 
than expenses for group operation of addition, therefore it is more favorable to 
realize consistently two additions, than doubling and addition. Estimations of 
efficiency of the modified algorithms are received. 
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ние дивизоров, алгоритм Миллера, проективные координаты. 

 
Keywords: hyperelliptic curve, Jacobian, addition and doubling of divisors, Mil-

ler‘s algorithm, projective coordinates. 
 
В настоящее время билинейные спаривания превратились в один 

из главных инструментов построения эффективных открытых систем 
защиты информации на эллиптических и гиперэллиптических кривых. 
Протоколы на основе спариваний стали активно использоваться в связи 
с появлением так называемых неинтерактивных протоколов [1] распреде-
ления ключей, трехсторонних протоколов обмена ключами [2], IB-шиф-
рования. Для реализации протоколов со спариваниями требуются эф-
фективные пути вычисления самих спариваний.  

Уже разработано довольно много алгоритмов, осуществляющих 
быстрые вычисления спариваний. В работе [3] представлены явные 
формулы для групповых операций на кривых рода 2 с использованием 
различных систем координат. В [4] предыдущие формулы модифици-
рованы для аффинных координат с целью уменьшения затрат на по-
лучение рациональных функций, требуемых в алгоритме Миллера. 
Хороший эффект дает использование эффективных автоморфизмов 
[5—7]. В работе [8] представлены явные формулы ускорения сложения 
одного дивизора с удвоенным другим, но не рассмотрено, как это отра-
зится на работе алгоритма Миллера. 
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В [9] показано, что, даже обеспечивая высокий уровень секретности 
(такой, как при длине ключа 192 или 256 бит), вычисление спаривания 
Вейля может иногда происходить быстрее, нежели спаривания Тейта.  

Дальнейший прогресс состоял в исследовании специальных классов 
гиперэллиптических кривых [10] и специального вида спариваний [11]. 
В частности, в [12] установлено, что для некоторых гиперэллиптиче-
ских кривых с высокой степенью кручения вычисление спаривания 
Вейля может быть более быстрым, чем спаривания Тейта, ate и atei.  

В настоящей работе рассматривается метод ускорения вычислений 
за счет изменения процедур сложения точек якобиана гиперэллипти-
ческой кривой в аффинных координатах. Описана соответствующая 
модификация алгоритма Миллера. Приведены оценки эффективности 
модифицированного алгоритма. 

Пусть Fq — конечное поле с числом элементов q. Гиперэллиптическая 
кривая C рода g  1 над Fq есть гладкая плоская кривая с уравнением  

y 

2 + h(x)y = f(x), 

где f(x) — унитарный многочлен степени 2g + 1; h(x) — многочлен степе-
ни, не превосходящей g.  

Множество ( )kq
C F  точек кривой C с координатами в расширении 

kq
F  степени k для g  2 не образует группы, однако C можно вложить в 

абелево многообразие JC размерности g, называемое якобианом C. Это 
многообразие изоморфно группе 0PicC  классов дивизоров степени нуль, 
называемой группой Пикара. Якобиан кривой C над kq

F  обозначается 

( )kC q
J F , он изоморфен группе классов дивизоров степени нуль 0Pic ( )kC q

F  

на C, определенных над kq
F . 

Пусть D   JC (Fq). В классических алгоритмах Кантора для сложения 
и удвоения дивизоров не рассматривается случай, когда дивизор D в 
координатах Мамфорда имеет вид D = [a(x), b(x)], где deg a(x) < 2. Моди-
фицированный алгоритм позволяет устранить этот недостаток. Итак, 
пусть D1 = [u1, v1], D2 = [u2, v2] — редуцированные дивизоры. Рассмотрим 
различные случаи. 

1. deg(u1) = deg(u2) = 1, deg(v1) = deg(v2) = 0. 
1.1. Если u1 = u2, v1 =  v2, то D1 =  D2. При этом результатом их сло-

жения будет D1 + D2 = 0 = [1, 0] — нулевой элемент якобиана. 
1.2. Если u1 = u2, v1 = v2, то речь идет об удвоении: D1 + D2 = 2D1. Ал-

горитм удвоения с подсчетом числа арифметических операций пред-
ставлен в таблице 1. 

 

Таблица 1 
 

Алгоритм удвоения 
 

Вход:  D1 = [x + u10, v10] 
Выход:  D3 = [x2 + u31x + u30, v31x + v30] = 2D1 

Число 
операций 

Вычисление коэффициентов  u3: 

s3 = (2  v10)
1,  u31 = 2u10,  u30 = 2

10u  
M + I, 
M, S 
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Окончание табл. 1 

 
Вход:  D1 = [x + u10, v10] 

Выход:  D3 = [x2 + u31x + u30, v31x + v30] = 2D1 
Число 

операций 

Вычисление коэффициентов  v3: 

r1 = 2
31u ,  r2 = 2

30u , v31 = s3(f1 + 3u30 f3 + 5r2 – r1u10 f4 – u31 f2), 

v30 = ( 2
10v  + r1u30 + f0 – u30 f2 – 3r2 f4 + u31u30 f3)s3 

 
2S, 7M, 
7M + S 

Итого I + 16M + 4S 
 

Примечание: M — умножение; S — возведение в квадрат; I — инверсия. 
 
Полагаем u1 = u2 = x + u10, v1 = v2 = x10. Имеем 
1.2.1. d1 = НОД(u1, u2) = u1, поскольку наибольшим общим делителем 

двух равных многочленов является один из них. Тогда d1 = 0  u1 + 1  u2. 
Полагаем e1 = 0, e2 = 1. 

1.2.2. d = НОД(d1, v1 + v2) = 1, поскольку d1 — унитарный многочлен, 

имеем deg(d1) = 1, deg(v1 + v2)   0. Тогда 1 = 0  d1 + (2  v10)
 1  (v1 + v2). По-

лагаем c1 = 0, c2 = (2  v10)
 1. 

1.2.3. s1 = c1  e1 = 0, s2 = c1  e2 = 0, s3 = c2. 

1.2.4.  u3 = 1 2
2

u u
d

 = 

2
1

1
u

 = 
2
1u  = (x + u10)2 = x2 + 2  u10 + 2

10u . 

1.2.5.  v3 = 
1 1 2 2 2 1 3 1 2

3

( )
mod

s u v s u v s v v f
u

d
  

 = 
2

3 10( )s v f mod u3. 

Получается, многочлен степени 5 по модулю многочлена второй 
степени. Таким образом, v3 имеет степень меньшую или равную 1. Про-
водя вычисления по модулю u3 , получаем 

v3 = s3(f1 + 
2
10 23u f  + 

4
105u   

3
10 44u f   2u10f2)x +  

+ ( 2
10v  + 

5
104u  + f0  

2
10 2u f   

4
10 43u f  + 

3
10 32u f )s3. 

Аналогично проанализированы следующие случаи. 
1.3. u1  u2, u1 = x + u10, u2 = x + u20, v1 = v10, v2 = v20. Общее число опе-

раций в этом случае равно I + 4M. 
2. deg(u1) = 1, deg(u2) = 2, deg(v1) = 0, deg(v2) = 1. Общее число опера-

ций в этом случае равно I + 10M + 2S. 
3.  deg(u1) = deg(u2) = 2, deg(v1) = deg(v2) = 1. Общее число операций в 

этом случае равно I + 23M + 2S. 
Идея ускорения алгоритма Миллера заключается в том, что в его 

итерациях вместо преобразования дивизоров T1 = 2T + D1 предлагается 
выполнять преобразование T1 = T + (T + D1). При вычислении в аффин-
ных координатах затраты на групповую операцию удвоения больше 
затрат на групповую операцию сложения, как показано в таблице 2. 
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Таблица 2 

 
Анализ числа операций 

 

Метод 
Первый  
шаг 

Второй  
шаг 

Затраты  
на первый шаг 

Затраты  
на второй шаг 

Общее число 
операций 

Обычный T1 = 2T T2 = T1 + D I + 22M +5S I + 22M + 3S 2I + 44M + 8S 
Новый T1 = T + D T2 = T + T1 I + 22M +3S I + 22M +3S 2I + 44M + 6S 

 
Применим данный метод для вычисления произведения  [n]D.   
Подсчитаем количество операций S1 для обычного метода и S2 для 

нового. Заметим, что при классическом методе удвоение происходит на 
каждой итерации, то есть log 2 n раз, сложение — в половине случаев 

2log
2

n
. В модифицированном случае необходимо 2log

2
n

 раз выпол-

нить удвоение и столько же раз последовательно выполнить два сложе-
ния. Тогда количество операций при умножении nD1 равно  

S1 = log 2 n  (I + 22M + 5S) + 2log
2

n
  (I + 22M + 3S) = 

= 2

3 1
log 33 6

2 2
n I M S    
 

, 

S2 = 2log
2

n
  (I + 22M + 5S) + 2log

2
n

  (2  (I + 22M + 3S)) = 

= 2

3 1
log 33 5

2 2
n I M S    
 

. 

Таким образом, при использовании модифицированного метода 
экономится S1 – S2 = log 2 n  S операций. 

Применим те же вычисления для нахождения спаривания. Нетруд-
но показать, что значение функции Миллера в алгоритме Миллера не 
зависит от представления промежуточного слагаемого 2T + D1. Моди-
фицированный алгоритм тогда имеет следующий вид. 

Вход: 1D   ( )[ ]kC q
J nF ,  2D   ( )kC q

J F  с представителями D1 и D2 соответ-

ственно, supp(D1)  supp(D2) = , n = 
0

2
s

i
i

j

n

 . 

Выход: 
1

1 2

kq
n

nD D


   . 
1. f  1, T  D1. 
2. for i  s – 1  down to  0  do 
3. if ni = 0  then 
4. Вычисляем T ,  G T, T (x, y) : T  = 2T – div(G T, T). 
5. f  f 2  G T, T (D2). 
6. T  = 2T . 
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7. if  ni = 1 then 
8. Вычисляем T ,  

1, ( , )T DG x y : T  = T + D1  
1,div( )T DG . 

9. f := 
1

2
, 2( )T Df G D . 

10. T   T + D1. 
11. Вычисляем T ,  G T, T  (x, y) : T  = T + T   div(G T, T ). 
12. f  f  G T, T  (D2). 
13. T = T + T  . 

14. Возвращаем 
1kq

nf


. 
Количество операций для классического и модифицированного ал-

горитмов:  

S1 = log 2 n  (TD + C + D) + 2log
( )

2 A

n
T C D   , 

S2 = 2log
( )

2 D

n
T C D    + 2log

(2( ))
2 A

n
T C D   , 

где C, D — числитель и знаменатель функции Миллера f. Количество 
операций для C равно 7M + 2S, для D число операций есть 4M. 

Как для скалярного умножения, так и для спаривания Тейта при 
использовании нового метода экономится S1 – S2 = log 2 n  S операций. 

Для проективных координат затраты на операцию удвоения диви-
зора меньше, чем на композицию дивизоров, что делает бессмыслен-
ным применение вышеприведенного метода. Тем не менее количество 
операций в поле при вычислении спаривания можно сократить за счет 
иного представления порядка подгруппы. 

Порядок подгруппы представляется в так называемой несмежной 
форме. Вес Хэмминга числа, приведенного в такой форме, минимален 
и составляет в среднем 1/3 от всей битовой длины числа. Таким обра-
зом, выполнять последовательное удвоение и сложение дивизоров 
необходимо будет лишь в одной из каждых трех итераций, что по 
предварительной оценке снижает количество операций на 1/6. 

Можно показать, что функция Миллера в данном случае также 
корректно вычисляется. Шаги с 1 по 8 алгоритма Миллера совпадают с 
соответствующими шагами модифицированного алгоритма, представ-
ленного выше. Приведем оставшиеся шаги. 

9. f := 
1, 2( )T Df G D ; 

10. T   T + D1; 
11. if ni = 1 then 
12. Вычисляем T , 

1, ( , )T DG x y  : T   D1  
1,div( )T DG ; 

13. f := f 
1, 2( )T DG D ; 

14. T   T + (– D1); 

15. Возвращаем 
1kq

nf


. 
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Для сравнительного анализа эффективности алгоритмов были про-
ведены компьютерные эксперименты. Использовался процессор Intel 
Pentium Dual CPU E2200 2.20 GHz. Результаты представлены в таблице 3. 

 
Таблица 3 

 
Время выполнения операций для основной кривой 

 
Битовая  
длина q Умножение (M) Возведение  

в квадрат (S) Инверсия (I) MI-коэффициент 

4117 0,002974 с 0,002346 с 0,016101 с 5,41 
 
Пример. Уравнение кривой C :  y 2 = x5 + 1, степень вложения  2. 
Характеристика поля Fq :  4117 — битовое простое число. 
Порядок подгруппы якобиана r = r1r2, где r1, r2 — простые 512-бит-

ные числа. 
Было проведено 10 измерений, выбрано среднее время выполнения. 

Результаты представлены в таблице 4. 
 

Таблица 4 
 

Результаты вычисления спаривания Тейта различными методами  
в аффинных координатах 

 

Метод 
Количество итераций  

(битовая длина  
порядка подгруппы) 

Теоретическое  
количество операций 

Время  
выполнения, с 

Классический 1023 1533I + 50589M + 9709S 51,590 
Новый 1023 1533I + 50589M + 8687S 47,048 

 
В результате экономится 1022  S операций в поле kq

F . Операция воз-

ведения в квадрат в расширении равна по затратам 4M + 2S операциям 
в поле Fq. Общее количество сэкономленных операций по сравнению с 
классическим для данного примера: 4088M + 2044S.  

Общее количество операций для случайного размера n подгруппы с 
использованием несмежной формы для проективных координат: 

S = log 2 n  (TD + F) + 2log
( )

3 A

n
T F  , 

где TD = 41M + 4S — число операций для удвоения дивизоров; TA = 38M +  

+ 3S — для сложения дивизоров; F = 11M + S — для вычисления функ-

ции Миллера. Итого: 2

205 19
log

3 3
n M S   
 

  операций. 

Для сравнения количество операций при использовании размера 
подгруппы в обычном бинарном виде: 

S = log 2 n  (TD + F) + 2log
( )

2 A

n
T F  , 

что дает 2

153
log 7

2
n M S   
 

 операций. Экономия: 2

49 2
log

6 3
n M S   
 

 

операций. 
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Данное число соответствует количеству операций, сэкономленных в 
поле kq

F . Одно умножение в расширении соответствует 6 M операциям 

в Fq. Как было отмечено ранее, возведение в квадрат в расширении со-
ответствует 4M + 2S операциям в Fq. Тогда общее количество сэконом-
ленных операций в Fq для данного примера: 52855M + 1364S. Результа-
ты компьютерных экспериментов представлены в таблице 5. Было так-
же проведено 10 измерений, выбрано среднее время выполнения.  

 
Таблица 5 

 
Результаты вычисления спаривания Тейта различными методами  

в проективных координатах 
 

Метод 
Количество итераций  

(битовая длина  
порядка подгруппы) 

Теоретическое 
количество  
операций 

Время  
выполнения, с 

Классический 1023 77748M + 7161S 22,067 
С использованием 
несмежной формы 1023 69905M + 6479S 16,299 

 
Полученная оптимизация алгоритмов используется в протоколах 

доверенного шифрования в облачных системах [13].  
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