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1 
Продолжения аффинной связности  

и горизонтальных векторов 
 

Рассмотрено расслоение линейных реперов над глад-
ким многообразием. Отображение dе, определяемое 
дифференциалами векторов репера е 1-го порядка, яв-
ляется лифтом в нормаль N, то есть пространство, до-
полняющее касательное пространство 1-го порядка до 
касательного пространства 2-го порядка к этому рас-
слоению. В частности, отображение, определяемое диф-
ференциалами вертикальных векторов этого репера, яв-
ляется вертикальным лифтом в нормаль N. Нормальный 
(вертикальный) лифт определяет нормальное (верти-
кальное) продолжение касательного пространства (то 
есть нормаль N) и его вертикального подпространства. 
Дифференциал произвольного векторного поля на рас-
слоении линейных реперов является полным лифтом из 
касательного пространства 1-го порядка в касательное 
пространство 2-го порядка к этому расслоению.  

На расслоении базисные горизонтальные векторы 
играют двойную роль: во-первых, они служат операто-
рами ковариантного дифференцирования геометриче-
ских объектов на расслоении; во-вторых, дифференци-
алы этих геометрических объектов можно рассматри-
вать как формы, значения которых на базисных гори-
зонтальных векторах дают ковариантные производные 
этих геометрических объектов.  
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Для объектов, ковариантные производные которых 
требуют привлечения связности 2-го порядка, ковари-
антные производные равны значениям дифференциалов 
этих объектов на горизонтальных векторах в продол-
женной аффинной связности. Построены продолжения 
горизонтальных векторов, то есть горизонтальные век-
торы 2-го порядка для продолженной связности. Каса-
тельное пространство 2-го порядка представлено в виде 
прямой суммы касательного пространства 1-го порядка, 
вертикальных продолжений вертикального и горизон-
тального подпространств, горизонтального продолже-
ния горизонтального подпространства. 
 

Ключевые слова: тангенциальнозначные формы, касательное про-
странство 2-го порядка, продолжение аффинной связности, горизон-
тальные векторы 1-го и 2-го порядков. 

 
1. Каноническая форма  

на расслоении линейных реперов 
 
Рассмотрим над m-мерным гладким многообразием mX  

главное расслоение касательных реперов 2-го порядка со 
структурными уравнениями [3] 
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Структурные уравнения (1, 2) задают расслоение линей-
ных реперов )( mXL . Его типовым слоем является линейная 

группа GL(m), действующая в касательном пространстве mTX . 

Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фикси-
рует точку многообразия mX , а значит, и слой расслоения 
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)( mXL . Следовательно, касательное пространство )( mXTL  

содержит вертикальное пространство ][ j
im eXVL )( , касатель-

ное к слою в точке A.  
Каноническая (структурная [1, с. 48]) форма на многообра-

зии )( mXL  имеет вид 

j
i

i
ji

i
XL ee

m
 )( .                                (3) 

Двойственным к реперу  k
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j e  )( . Пусть текущая точка многообразия mX  в не-

которой окрестности определяется локальными координатами 
ix  (i, j, k, … = 1, …, m). Формы инвариантного корепера 

 jii  ,  относительно натурального корепера  k
j

i dxdx ,  выра-

жаются по формулам [3]
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j x  — матрица, обратная к матрице )( j

ix , i
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jk xx  . Бу-

дем считать, что все слоевые координаты ...,, i
jkl

i
jk xx  симмет-

ричны по нижним индексам, а значит, симметричны формы  
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Векторы (точнее, векторные поля) репера  k
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натуральном репере  j
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2. Лифты векторов из касательного пространства  

1-го порядка в касательное пространство 2-го порядка 
 
Векторы j

ie , ie  репера 1-го порядка являются дифферен-
цированиями на функциях, точнее, операторами пфаффовых 
производных этих функций. При этом дифференциал d пере-
водит касательные векторы 1-го порядка в тангенциально-
значные формы со значениями в касательном пространстве 

порядка 2 (соприкасающемся пространстве [7]) )(2
mXLT , то 

есть  
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Для линейного отображения de : )()( m
2

m XLTXTL  из 

касательного пространства 1-го порядка в касательное про-
странство 2-го порядка, определяемого по (4), имеем eede )( : 
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по формулам [5] 

l
i

j
k

jl
ik

jl
ik eee  ,   

j
ik

j
ik ee  ,   )( k

lij
k
sj

s
li

l
kijij xxxeee  , 

)( p
qj

k
i

p
ji

k
q

k
qi

p
j

q
pj

k
i

k
ij

k
ij xxxeeee    

и удовлетворяют сравнениям на базе )( mXL   
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Векторы 2-го порядка образуют подпространство 

),,,( ij
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l
kj

jl
ik eeeespanN  , не содержащее векторы 1-го поряд-

ка, то есть NXTLXLT mm
2  )()( . Подпространство N  яв-

ляется нормалью 1-го порядка. Векторы из совокупности e  

назовем нормальными векторами, а репер  eee  ,2    нор-

мальным репером 2-го порядка.  

Для векторов репера  k
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j eee ,  и их дифференциалов 
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Отображение  k
i
j dedede ,  (4) является лифтом отобра-

жения е; будем называть его лифтом в нормаль N (нормаль-

ным лифтом), отображение i
jde  — вертикальным лифтом в 
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нормаль N. Лифт  k
i
j dedede ,  позволяет строить продолже-

ние касательного пространства )( mXTL  и его вертикального 

подпространства ][ j
im eXVL )(  в нормаль  

)(\)(2
mm XTLXLTN  . 
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следовательно, ),( k
l
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Теорема 3. Пусть )()(: mm XTLXLu   — векторное поле 
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полным лифтом )()(: 2
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пространства )( mXTL  в касательное пространство 2-го по-
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3. Горизонтальные векторы  
и ковариантные производные 

 
Зададим аффинную связность в расслоении )( mXL  каса-

тельных линейных реперов способом Лаптева — Лумисте [8] с 

помощью форм ki
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jk  удовлетворяют уравнениям 
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Внося в структурные уравнения (1, 2) формы связности i
j~ , 

получим структурные уравнения Э. Картана: 
ii  D ,   i
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j  ~D ,                              (7) 
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кривизны, D   символ внешнего ковариантного дифферен-
циала: 
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Объекты кручения i
jkT  и кривизны i

jklR  являются тензо-

рами на базе mX  и выражаются по формулам 
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Дифференцируя уравнения (7) внешним образом, найдем 
тождества Бьянки в бескоординатном индексном представлении:  
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  являются структурными формами ли-

нейной группы GL(m) расслоения )( mXL . 
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Для произвольного вертикального вектора j
i

i
jeuv   коор-

динаты iu  и их пфаффовы производные ik
ju  равны нулю, и 

отображение gdR  переводит вертикальные векторы в верти-

кальные l
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k
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ljg euuuvdR  )()(  .  

В аппарате, основанном на применении тангенциально-
значных форм, понятие инвариантности векторов и подпро-
странств удобно определять следующим образом. Подпро-
странство )(uspanL   является инвариантным относительно 
отображения f, если образ векторов u представляет собой 
векторнозначную 1-форму со значениями в подпространстве 
L , то есть )()( 1 Luf  .   

Применяя действие оператора 
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. Следовательно, гори-

зонтальные векторы ke~  инвариантны в совокупности.  

На расслоении XY   определены формы различных ти-
пов. Форма является горизонтальной (вертикальной), если она 
аннулируется вертикальными (горизонтальными) векторами. 
Форма является горизонтальнозначной (HY-значной), если она 
принимает значения в горизонтальном подпространстве HY. 
Форма является вертикальнозначной (VY-значной), если она 
принимает значения в вертикальном подпространстве VY. 
Например, горизонтальные вертикальнозначные формы — это 
формы VYXTY   ; горизонтальные горизонтальнознач-

ные формы — это HYXTY   .  
Рассмотрим следующие тангенциальнозначные формы на 

многообразии )( mXL  с привлечением векторов ie~ , 
j

ke  про-

странства )( mXTL :  
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))(()(~~
1 mmm

i
i

h

XHLXTXHLe   
  горизон-

тальнозначная горизонтальная 1-форма связности;  

))(()()(~~
1 mmm

i
j

j
i

v

XVLXLVXVLe      вертикаль-

нозначная вертикальная 1-форма связности;  

))(()(~
2

2

mmm
i

i XHLXTXHLe      горизон-
тальнозначная горизонтальная 2-форма кручения;  

))(()( 2

2

mmm
i
j

j
i XVLXTXVLe      вертикаль-

нозначная горизонтальная 2-форма кривизны.  
Используя введенные тангенциальнозначные формы, струк-

турные уравнения (7) и тождества (8) на многообразии )( mXL  
можно записать в бескоординатном безындексном виде: 

 
h~D ,    

v~D ;   ]~,[D
h

  ,   0D  .           (9) 

Действительно, справедливо  

  i
i

i
i

h

ee ~D~~D ,   i
j

j
i

i
j

j
i

v

ee ~D~D , 

0DD  i
j

j
ie  . 

Коммутатор векторнозначных 1-форм 
1

  и 
2

  выражается 
по формуле (см., напр., [2, с. 135]):  

ji
ji

j
j

i
i YXYX

212121

],[],[],[   . 

Поэтому  

]~,[]~,[~D~D
h

k
j

i
ki

ji
j

k
ki

j
i

i eeee   . 

Замечание. Все рассмотренные выше тангенциальнознач-

ные формы заданы в репере  k
i
j eee ~,  касательного про-

странства )( mXTL , но тождества (9) также выполняются, если 
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вместо горизонтальных векторов ke~  рассматривать касательные 

векторы j
j
kk x 


  из пространства mTX . Принято исполь-

зовать в (9) каноническую форму mm
i

i XTTX    

многообразия mX  вместо горизонтальной горизонтальнознач-

ной формы mm
i

i

h

XTXHLe  )(~~  . Также обычно исполь-

зуют форму mm
i

i XTTX 
2

  вместо горизонтально-

значной формы кручения mm
i

i XTXHLe 
2

)(~ .  
Лемма 1. Внешний ковариантный дифференциал канони-

ческой формы  равен сумме форм кручения и кривизны 
 D .  

Действительно, раскладывая каноническую форму на вер-

тикальный 
v

~  и горизонтальный 
h

~  проекторы, то есть  
hv

i
i

i
j

j
i ee  ~~~~  ,  

получим  
hv ~D~DD . 

Лемма 2. Скобка горизонтальных форм связности равна 

сумме ее форм кручения и кривизны, то есть  ]~,~[
hh

.  
Действительно,  

  lki
jkl

j
i

jii
kli

ji
ji

hh

ReTeee ~]~,~[]~,~[ . 

 
4. Продолжение аффинной связности  

и горизонтальных векторов 
 
Зададим формы [3, с. 167; 7] 

li
jkl

i
jk

i
jk  ~ ; 

si
sjkl,

i
jkl

i
js

s
kl

i
sk

s
jl

s
jk

i
sl

i
jkl   . 
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Объект аффинной связности 2-го порядка },{2 i
jkl

i
jk    

задает связность в расслоении реперов 2-го порядка.  

Ковариантные производные объекта связности i
jk  отно-

сительно аффинной связности 2-го порядка 
2
  выражаются по 

формуле 
i
jkl

s
kl

i
js

s
jl

i
sk

i
sl

s
jk

i
ljk

i
jkl   ,

2           (10) 

и образуют самостоятельный тензор на многообразии Xm, то 

есть   02  i
jkl  . Альтернируя ковариантные производные (10) 

по k и l, получим 
i
jkl

s
kl

i
js

i
jkl

i
jkl TTR   ]

2
[ . 

Объект s
jl

i
ks

i
klj

i
jklT ][][    в совокупности с объектом 

s
klT  

образует кручение аффинной связности 2-го порядка 

},{2 i
jkl

i
jk TTT   [9]. Кручение 2-го порядка 2T  является тензо-

ром: i
js

s
kl

i
jkl TT   . 

В аффинной связности 1-го порядка производные тензора 
Q по направлению базисных горизонтальных векторов совпа-
дают с образами горизонтальных векторов при линейном 
отображении, определенном дифференциалом этого тензора, 
то есть )~(~ ke edQQ

k
 , и это суть ковариантные производные 

тензора Q в связности i
jk . Для ковариантных производных 

j
ki

k
jii uuu ˆˆ   произвольного вектора j

i
i
ji

i eueuu   каса-

тельного пространства 1-го порядка )( mXTL  справедливы ра-
венства )~(~ iei eduuu

i
 . В частности, для ковариантных 

производных базисных векторов 1-го порядка (вертикальных и 
горизонтальных) справедливо  

)~(~ l
i
j

i
je

i
jl edeee

l
 ,  kelkkl eeede

l

~)~(~~
~ . 
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В связности 2-го порядка аналогичное выполняется, в 

частности, для самого объекта аффинной связности i
jk : 

i
jkel

i
jk

i
jkl l

ed  ~
2 )~(  ,                           (11) 

если 
i
jkll

i
jk e  )~( .                                    (12) 

Формы i
jk  и горизонтальные векторы le~  порождают ос-

новной объект i
jkl  аффинной связности 2-го порядка. 

Равенства (12) и (11) имеют место, если 

i
jkl

0

 s
kl

i
js

s
jl

i
sk

i
sl

s
jk

i
jkl

i
sl

s
jk xxxxxx   . 

Связность },{
0

2
0

i
jkl

i
jk    является продолженной связно-

стью 2-го порядка, а компоненты i
jkl

0

  — продолжением 

связности i
jk  [4]. 

Теорема 4 [4]. Ковариантные производные объекта связ-

ности i
jk  в продолженной связности 2

0

  являются образа-

ми горизонтальных векторов при линейных отображениях, 
определенных дифференциалами объекта, а также производ-
ными по направлению горизонтальных векторов le~ , то есть 
справедливы равенства   

)(~)~(2
0

i
jkll

i
jk

i
jkl eed   . 

Теорема 5. Нормальный лифт  k
i
j dedede ,  (4) порожда-

ет горизонтальные векторы 2-го порядка для продолженной 

связности },{
0

2
0

i
jkl

i
jk L  , то есть 

)()~,~(~)(}~{~: m
n

ik
i
jk

n
mk XHLeespaneXHLeede  . 
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Применяя отображения k
i
j dede ,  к горизонтальным векто-

рам ke~ , получим продолжения горизонтальных векторов ke~ , 
то есть горизонтальные векторы 2-го порядка для продол-
женной связности [5; 11] 

l
sk

is
jl

i
lk

l
j

i
jkk

i
j

i
jk eeeedee   )~(~ ,     

s
ljk

l
s

l
jkl

l
sk

s
jljkkjjk eeeeedee   )~(~ , 

причем инвариантными на )( mXL  являются совокупности 

векторов }~{ i
jke , }~,~{ jk

i
jk ee . 

В частности, отображение  

)()~(~)(}~{~: m
vi

jk
v

mk
i
j XHLespaneXHLeede   

порождает вертикальное продолжение )~(~ i
jk

v espane   горизон-

тальных векторов, то есть пространство )( m
v XHL .         

Отображение [11] 

)()
~~(~)(}~{~:~

m
h

kl
h

mlk XHLespaneXHLeeed   

порождает горизонтальное продолжение )
~~(~

kl
h espane   горизон-

тальных векторов, где  
j

i
i
jkl

j
il

i
jkkllkkl eeeeede   ~~)~(~~~ , 

причем i
i

kl
j

i
i
jklkl eTeRe ~~~

][  . 

Утверждение. Для касательного пространства 2-го по-

рядка )(2
mXLT  справедливо разложение 

)()()()()(2
m

h
m

v
m

v
mm XHLXHLXVLXTLXLT  , 

где  

)~,()( k
i
jm eespanXTL  ,   )()( ik

jlm
v espanXVL  , 

)~()( i
jkm

v espanXHL  ,     )
~~()( klm

h espanXHL  . 
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Действительно, для горизонтального пространства 2-го по-

рядка )( m
n XHL  имеем 

)()()( m
h

m
v

m
n XHLXHLXHL  . 

Принимая во внимание  

NXTLXLT mm  )()(2
,  )()( m

n
m

v XHLXVLN  , 

получаем требуемое разложение. 
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The linear frame bundle over a smooth manifold is considered. The 

mapping dе defined by the differentials of the first-order frame e is a lift 
to the normal N, i. e., a space complementing the first-order tangent space 
to the second-order tangent space to this bundle. In particular, the map-
ping defined by the differentials of the vertical vector of this frame is a 
vertical lift into normal N. 

The lift dе allows us to construct a prolongation both of the tangent 
space and its vertical subspace into the second-order tangent space, more 
precisely into the normal N. The normal lift dе defines the normal prolon-
gation of the tangent space (i. e. the normal N) and its vertical subspace. 
The vertical lift defines the vertical prolongation of the tangent space and 
its vertical subspace. The differential of an arbitrary vector field on the 
linear frame bundle is a complete lift from the first-order tangent space to 
the second-order tangent space to this bundle. 

It is known that the action of vector fields as differential operators on 
functions coincides with action of the differentials of these functions as 1-
forms on these vector fields. Horizontal vectors played a dual role in the fibre 
bundle. On the one hand, the basic horizontal vectors serve as operators for 
the covariant differentiation of geometric objects in the bundle. On the other 
hand, the differentials of these geometric objects can be considered as forms 
(including tangential-valued ones) and their values on basic horizontal 
vectors give covariant derivatives of these geometric objects. 

For objects which covariant derivatives require the second-order con-
nection, the covariant derivatives are equal to the values of the differen-
tials of these objects on horizontal vectors in prolonged affine connectivi-
ty. Prolongations of the basic horizontal vectors, i. e., the second-order 
horizontal vectors for prolonged connection, were constructed. The sec-
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ond-order tangent space is represented as a straight sum of the first-order 
tangent space, vertical prolongations of the vertical and horizontal sub-
spaces, and horizontal prolongation of the horizontal subspace. 

 
Keywords: tangent-valued forms, second-order tangent space, pro-

longation of affine connection, covariant derivatives, first- and second-
order horizontal vectors. 
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