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Внутренним инвариантным образом построены нормализации Фосса 

и Грина в смысле Нордена. Заданы касательные аффинные и центроаф-
финные связности основных структурных подрасслоений H(, L)-распре-
деления аффинного пространства. 

 
The authors construct Foss and Green's normalizations in Norden's sense 

internally invariantly. The research sets tangent affine connections and tangent 
central affine connections of the main structural subbundles of H(, L)-
distribution of affine space. 
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1. Построение нормализаций Фосса и Грина 
основных структурных подрасслоений H(, L)-распределения 
 
1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство An, отнесенное к 

подвижному реперу 0 1 2{ , , , , },nR A e e e   дифференциальные урав-

нения инфинитезимального перемещения которого имеют вид 

 , ,K J
K K K JdA e de e     (1.1) 

а инвариантные формы K  и J
K  аффинной группы преобразований 

удовлетворяют структурным уравнениям аффинного пространства An 

 , .K L K K L K
L J J Ld d         (1.2) 

                                                           
1 Настоящая статья является продолжением работы [1], поэтому используются 
терминология и обозначения данной работы. 
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Известно [1], что относительно репера R0 (нулевого порядка) 
H(, L)-распределение задается уравнениями 

 1 1
1 1 1 1, , , ,n n K n n K K i i K

i iK K i iK K                 (1.3) 

где компоненты фундаментального объекта 1-го порядка 1   
1

1 1{ , , , }n n i
iK K iK K      удовлетворяют уравнениям 

 1 1

1 1 1
1 1 1

, ,

, .

n n L n n L
iK iKL K KL

n L i n i i L
iK iK n iKL K K n KL

       

             
 (1.4) 

Для невырожденных тензоров 1-го порядка { },n
ij 11{ },n { }n

  вве-

дем обращенные фундаментальные тензоры [2] 1-го порядка { },ij
n 11{ },n

{ }n
  [1]: 

 
11

11, , 1,

, ,

jk kjn k n k n
ij n i ji n i n

n n
n n
   

   

          

       
 

 11 11, , .ij ij K K K
n nK n nK n nK

              (1.5) 

2. Определение. Фокальной гиперплоскостью [3] -подрасслоения в 
центре A данного H(, L)-распределения назовем всякую гиперплос-
кость (A), которая содержит две бесконечно близкие плоскости -под-
расслоения при смещении центра A вдоль некоторой интегральной 
кривой -подрасслоения. 

Так как (A)  (A), то уравнение гиперплоскости (A) в локальном 
репере R0 зададим в виде 

 1
1 0.n

nx x    (1.6) 

В силу (1.1)—(1.3) имеем 

 1 1
1

10 0, 0.n n
j j ji n

i i i j ij ij ndA e de e e e               (1.7) 

Из (1.6), (1.7) следует, что для искомых интегральных кривых -под-
расслоения выполняются соотношения 

 1 1
10, ( ) 0.jn n

ij n ij           (1.8) 

Система (1.8) имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, 
когда выполняется условие 

 1
1det 0.n

ij n ij      (1.9) 

Итак, уравнение (1.9) задает геометрическое место фокальных ги-
перплоскостей — фокальный гиперконус класса (n  2) [3], вершина кото-
рого есть (n  2)-плоскость (A). 
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Линейной полярой гиперплоскости H(A) [4] относительно фокального 
гиперконуса (1.9) является связка гиперплоскостей 

 1
1

1
0.

2
ji

n ij nn
     


 (1.10) 

Уравнение (1.10) с учетом (1.6) представим в виде 

 1 1
1

1
( ) 0

2
ji n

ij nx x
n

    


 

или 

 1 1 0.n
nx x   (1.11) 

Функция 

 1 11
,

2
ji

n ij nn
   


 

согласно (1.4), (1.5) удовлетворяет уравнению 

 1 1 1 .K
n n nK      (1.12) 

Таким образом, линейной полярой гиперплоскости H(A) [4] относи-
тельно фокального гиперконуса (1.9) является (n  1)-плоскость 

 1
1 1( ) [ , , ],n i n nA A e e e    (1.13) 

которая в локальном репере R0 задается уравнением (1.11). Поле квази-

тензора 1
n (1.12) 1-го порядка задает поле нормалей 1( )n A  1-го рода 

L-подрасслоения. 
3. Аналогичные построения (см. п. 2) проведем для L-подрасслоения 

(распределения прямых L(A)). Уравнение искомой фокальной гипер-
плоскости (A) L-подрасслоения в репере R0 зададим уравнением 

 0.i n
i nx x     (1.14) 

Геометрическое место фокальных гиперплоскостей (A) (1.14) L-под-
расслоения — фокальный гиперконус класса 1, вершиной которого служит 
прямая L(A), — представим в виде 

 11 11det 0.n i
n i       (1.15) 

Линейной полярой гиперплоскости H(A) [4] относительно гиперконуса 
(1.15) является связка гиперплоскостей  

 11
11( ) 0,i i n

n ix x      

которая определяет 2-плоскость 

 2 1( ) [ , , ],i
n n iA A e e e    (1.16) 
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где 

 11
11 , .i i i i i K

n n n n nK          (1.17) 

В локальном репере плоскость 2(A) (1.16) задана уравнением 

 .i i n
nx x   (1.18) 

Итак, поле квазитензора { }i
n (1.17) 1-го порядка задает поле 2-плос-

костей 2(A) (1.16) — поле нормалей 1-го рода -подрасслоения. 
Плоскости (1.13) и (1.16) пересекаются в каждом центре A по прямой  

 1 1( ) [ , ( )] :A A A    

 1 1 2 1( ) ( ) ( ), ,n n nA A A e e         (1.19) 

где 

 1{ } { , }, .i K
n n n n n nK
             (1.20) 

Следуя работам [3; 5; 6], прямую 1(A) (1.19) назовем нормалью Фосса 
H(, L)-распределения в центре A. Соответственно, плоскости n1(A) 
(1.13) и 2(A) (1.16) назовем нормалями Фосса 1-го рода в смысле Нордена [7] 
L-, -подрасслоений данного H(, L)-распределения. Согласно биекци-
ям Бомпьяни — Пантази [1] полям нормалей Фосса 1{ },n { },i

n { }n
   

1-го рода поставим в соответствие поля нормалей 2-го рода Фосса 1{ },
{ },i { },  где 

def
1

1 11 1 1 1, ,n K
n K          

def

, ,jn K
i ij n i i iK          
def

, .n K
n K


              

В результате справедлива 
Теорема 1. Нормаль Фосса 1(A) H-подрасслоения (или H(, L)-распре-

деления) в каждом центре A есть пересечение линейных поляр гиперплоскости 
H(A) относительно фокальных гиперконусов (1.9) и (1.15) соответственно L-, 
-подрасслоений. 

H(, L)-распределение внутренним инвариантным образом порождает 
нормализации Фосса 

1
1( , ),n  ( , ),i

n i  ( , )n


   

соответственно L-, -, H-подрасслоений в дифференциальной окрестности 
первого порядка. 

4. Пусть задано поле нормалей 1-го рода 1  H-распределения: 

 1 [ , ], .K
n n n n n nKA e e   

            (1.21) 
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Рассмотрим фокальные образы, связанные с -, L-подрасслоениями 
данного H(, L)-распределения. 

Найдем фокальное многообразие 2( , )   нормали 1-го рода 

 2( ) [ , , ( )]nA A L A    

плоскости (A) при смещении центра A вдоль кривых 

 1
1 1 1( ) : , , , 0, 0,i i i i i nD                   (1.22) 

принадлежащих -подрасслоению. 
Пусть F — фокальная точка плоскости 2(A). Из условия ее фокаль-

ности  

 1 1
1 1( )n i

n i n ndF e e e e        

в силу соотношений (1.1)—(1.3), (1.21), (1.22), в частности, имеем 

 1 1
1 1[ ( )] 0,ji i n i n i i

j j nj j n n j ny y 
              (1.23) 

где 

 1 1 1 1, 0.i i n i i
j j j n j         

Нетривиальное решение (относительно форм j ) система (1.23) 
имеет тогда и только тогда, когда определитель системы (1.23) равен 
нулю. Отсюда следует, что фокальной многообразие 2( , )   задается 

уравнениями 

 1 1
1 1( ), det 0,i i n i n i ii i n

j j nj j n n j nn y yy y 
               (1.24) 

то есть является алгебраическим многообразием размерности один по-
рядка (n  2). 

Линейная поляра центра A H(, L)-распределения относительно фо-
кального многообразия 2( , )   (1.24) есть прямая K1(A)  2(A): 

 1
1, 1 0,i i n n

n ny y y y        (1.25) 

где 

 

def

1 1 1 1

def
1

1

1
, ,

2
1

( ), .
2

i K
i K

i n i i K
n ni i n n i n n nK

n

n




       


              


  

 

Отметим, что прямая K1(A) (1.25) — прямая Кёнигса (аналог плоско-
сти Кёнигса [8]) элемента -подрасслоения (-плоскости) в данном цен-
тре A. 
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Точку пересечения прямых K1(A) и N1(A), то есть точку 

1 1
1 1

1
( ) : , ,nn

n
n n n n

K y y


 
  

        
 

назовем -виртуальной точкой Кёнигса [5]. 
Найдем точку пересечения прямых K1(A) (1.25) и L(A): 

 1
1 0 1

1

1
( ) ( ) : 0, 0, .i nK A L A K y y y    





 (1.26) 

Таким образом, прямая K1()  [K0, Kn()], где точка K0, с одной сторо-
ны — L-виртуальная точка Кёнигса [5], а с другой — нормаль 2-го рода 
Нордена прямой L(A) в центре A H(, L)-распределения. 

5. Аналогично (см. п. 4) находим в каждом центре A фокальное мно-
гообразие 1( , )n L : 

 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 11 1, det 0,( )n i n n i

n i n n n i ny y y y              (1.27) 

где 

 1 1 1 1
1 1 1 1, 0.n

i i i n i         (1.28) 

Фокальное многообразие (1.27) принадлежит нормали 1-го рода 
n1(A) прямой L(A) и получено при смещении центра A вдоль кривых 

 1 1 1 1 1
1 1 1( ) : , , , 0, 0,i nD                  (1.29) 

принадлежащих L-подрасслоению. 
Линейная поляра центра A относительно фокального многообра-

зия 1( , )n L  (1.27) есть плоскость 

 1 1
2( ) : , 1 0,n i n

n n i nK A y y y y          (1.30) 

где 

 
1
1

1 1 1 1
1 11 1

, ,

( ), .

K
i i i iK

n i K
n n n n i n n nK

      

              

  

  
 (1.31) 

Плоскость Kn2(A) (1.30) назовем L-виртуальной плоскостью Кёнигса 
плоскости n1(A). 

Пересечение многообразия (1.27) с плоскостью (A) представляет 
собой фокальное многообразие ( , )L  плоскости (A): 

 1 1 1
1 10, 0, det 0,n i

iy y y      (1.32) 

полученное при смещении центра A вдоль кривых ( )  (1.29). 

Линейная поляра центра A относительно фокального многообра-
зия (1.32) есть плоскость 

 1
3( ) : 0, 0, 1 0.n i

n iK A y y y       (1.33) 
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Плоскость Kn3(A) (1.33) назовем L-виртуальной плоскостью Кёнигса 
плоскости (A). 

Рассмотрим (n  2)-плоскость 2( ),n AQ  проходящую через плос-

кость Kn3(A) и точку K0: 

 0, 1 0,ny y
  Q  (1.34) 

где 

,i i Q  1 1. Q  

Следуя работам [7; 9], плоскость 2( )n AQ  назовем H-виртуальной 

плоскостью Грина H-подрасслоения, так как задание плоскости 2( )n AQ  

зависит от выбора нормали { }n
  1-го рода H-подрасслоения. 

Если задано поле нормалей Фосса { }n
  H-подрасслоения, то охват 

тензора { }
Q  согласно (1.28), (1.31) можно представить в виде 

 
def def

1 1
1 1 1 1 1 1( ) , ( )i n i n

i i n i i i n iG G             Q Q  (1.35) 

в дифференциальной окрестности 1-го порядка. В этом случае в силу 
работ [7; 9] плоскость (1.34) назовем ребром Грина 2( )nG A  H-подрас-

слоения: 

 0, 1 0,ny G y
    

где 

def

,i iGQ  
def

1 1.GQ  

В соответствии Бомпьяни — Пантази [1, п. 2] нормали 2-го рода 
Грина { }G  соответствует нормаль 1-го рода { },nG  где 

,n n nG G  
    

которую назовем нормалью 1-го рода Грина { }nG  H-подрасслоения. Отме-
тим, что H-виртуальной нормали 2-го рода Грина H-подрасслоения 
{ }G  (1.34) в биекции Бомпьяни — Пантази соответствует H-виртуаль-

ная нормаль 1-го рода { },n
Q  где 

.n n n
  

  Q Q   

Нормализация ( , )nG G
  Грина H-подрасслоения индуцирует внутрен-

ним образом нормализации ( , ),i
n iG G 1

1( , )nG G  соответственно -, L-подрас-

слоений, где 

1 11 1
1, .iji i

n n j n n n nG G G G         



 Н. А. Елисеева, Ю. И. Попов 

 

12 12

Итак, выполняется 
Теорема 2. H(, L)-распределение внутренним инвариантным образом по-

рождает нормализацию ( , )n G
  Фосса — Грина H-подрасслоения и нормали-

зации 

( , ),nG G
 ( , ),i

n iG G 1
1( , )nG G  

Грина соответственно H-, -, L-подрасслоений в дифференциальной окрестно-

сти 1-го порядка, а H-виртуальную нормализацию Грина ( , )n


Q Q  — в диф-

ференциальной окрестности порядка t (порядок окрестности t определяется 

порядком дифференциальной окрестности квазитензора { }n
 ). 

 
2. Задание касательных аффинных и центроаффинных связностей  
на основных структурных подрасслоениях H(, L)-распределения 

 
1. Адаптируем репер R0 полю нормалей ( )A  1-го рода H-подрас-

слоения, то есть пусть вектор ( ).n Ae   В этом случае 

 1 1, ,i i K K
n nK n nK         (2.1) 

а поле нормалей 1-го рода 1( )A  задано уравнениями 

 .L
nK nKL
      (2.2) 

Таким образом, уравнения (1.4), (1.5), (2.1), (2.2) задают H(, L)-рас-
пределение, оснащенное полем нормалей 1( )A  1-го рода. 

При фиксации точки 
def

A x  (центра распределения) прямая 1( )x  

(нормаль 1-го рода гиперплоскости Hn1(x)) и гиперплоскость Hn1(x) 
(элемент H-подрасслоения) остаются неподвижными. Следовательно, 
на базе An (аффинное n-пространство) возникают нормальное расслое-
ние 1( )nA  и касательное расслоение 1( )n nA  [10], где 1( )nA — рас-

слоение прямых 1( ),x  а 1( )n nA — расслоение гиперплоскостей Hx. 

Кроме того, мы имеем еще две пары взаимных расслоений: 
а) касательное расслоение 2( )n nA  (расслоение плоскостей x) и 

нормальное расслоение 2( )nA  (расслоение нормалей 2( )x  1-го ро-

да -подрасслоения данного H(, L)-распределения); 
б) касательное расслоение 1( )nA  (расслоение прямых Lx) и нор-

мальное расслоение 1( )n nA  (расслоение нормалей 1( )n x  1-го рода 

L-подрасслоения H(, L)-распределения). 
2. Структурные уравнения касательного расслоения 1( )n nA  в си-

лу (1.4), (1.2), (2.1) имеют вид 
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1 1
1 1

1 1 1
1 1 1

[ || ]

, , ,

, ,

,

jJ K J i k i
K j j k j

i i i
i i i

n K L K L
K n L KL

d d d

d d

d R

 
 

      
 

           

         

              

 

где 

 

1 1
1 [ |1| ] [ | | ]

1 1 1 1 1
1 1 1 1[ || ] 1[ | | ]

1
1

1 1 1[ | | ]

1

1 1 1
[ | | ]

( )

,

( )

,

,

i i n i i n i K L
j j j n j K L j K n L

i K L
jKL

i n i n K L
i n K i L K n L

K L
KL

i n i n i K L
n K n L

i K L
KL

n n K
i i n i K n L

R

R

R

              

  

              

  

         

  

        
1 ,

L

K L
iKLR



  

 (2.3) 

 

1
[ |1| ] [ | | ]

1 1 1
1 1[ || ] 1[ | | ]

1 1
1 1[ | | ] [ | | ]

,

,

, ,

i i n i
jKL j K L j K n L

i n
KL K i L K n L

i n i n
KL K n L iKL i K n L

R

R

R R

     

     

     

 (2.4) 

 [ | | ].
n

KL K n LR     (2.5) 

Аналогично найдем с учетом (1.4), (1.2), (2.1) структурные уравне-
ния нормального расслоения 1( ) :nA  

 ,J K J
Kd     

 
1

1

1
[ |1| ] [ || ]( ) ,

n n n i n
n n n n i

n i n K L n K L
n K L n K i L nKL

d

R

         

          
 (2.6) 

где 

 1
[ |1| ] [ || ].

n n i n
nKL n K L n K i LR        (2.7) 

В силу соотношений (2.3)—(2.7), следуя работам [10; 11], приходим к 
выводу. 

Теорема 3. H(, L)-распределение внутренним образом порождает: 
а) в касательном расслоении 1( )n nA  аффинную связность  с кручением 

KLR  (2.5), слоевыми формами связности которой являются 

1 1
1 1, , , ,i i

j i
     , 

и 2-формами кривизны (2.3), причем компоненты тензора кривизны { }KLR
  

связности  имеют строение (2.4); 
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б) в нормальном расслоении 1( )nA  центроаффинную связность  с 

формой связности n
n  и 2-формой кривизны n

n  (2.6), тензор кривизны 

{ }n
nKLR  которой имеет структуру (2.7). 

Связность  назовем нормальной центроаффинной связностью, а связ-
ность  — касательной аффинной связностью оснащенного H-подрассло-
ения данного H(, L)-распределения. 

3. Аналогично (см. п. 2) можно ввести центроаффинную связность  
в расслоении 2( )nA  нормалей 1-го рода плоскостей x и аффинную 

связность  в расслоении 2( )n nA  плоскостей x. Действительно, струк-

турные уравнения нормального расслоения 2( )nA  имеют следующее 

строение (a, b  {1, n}): 

 
1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

, ,

, ,

n a n n
a

a n n
n n a n n n

d d

d d

       

       
 (2.8) 

где 

 

1 1 1 1
1 1[ || ] 1[ | | ] 1

1 1 1[ || ] 1

1 1 1 1
[ || ]

1 1
1 [ || ] [ |1| ]

( ) ,

,

,

( )

,

i n K L K L
K i L K n L KL

n i n i n K L n K L
i K i L KL

i i K L K L
n n i n K i L nKL

n i n n i n n K L
n n i n n K i L n K L

n K L
nKL

R

R

R

R

           

           

           

              

  

 (2.9) 

 
1 1 1
1 1[ || ] 1[ | | ] 1 1[ || ]

1 1 1
[ || ] [ || ] [ |1| ]

, ,

, .

i n n i n
KL K i L K n L KL K i L

i n i n n
nKL n K i L nKL n K i L n K L

R R

R R

        

        
 (2.10) 

Структурные уравнения соответствующего касательного расслое-
ния 2( )n nA  в силу формул (1.4), (1.2), (2.1) имеют вид 

 
, ,

,

jK L K i i i K L
L j KL

i k i i
j j k j

d d R

d

          

    
 (2.11) 

где 

 1
[ |1| ] [ | | ] ,

i i n i
KL K L K n LR        (2.12) 

 
1 1

1 [ |1| ] [ | | ]( )

,

i i n i i n i K L
j j j n j K L j K n L

i K L
jKLR

              

  
 (2.13) 

 1
[ |1| ] [ | | ].

i i n i
jKL j K L j K n LR        (2.14) 
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В результате с учетом соотношения (2.8)—(2.14) согласно работам 
[10; 11] имеет место 

Теорема 4. H(, L)-распределение внутренним образом индуцирует: 
а) в нормальном расслоении 2( )nA  центроаффинную связность  с 

формами связности 

1 1
1 1, , ,n n

n n     

и 2-формами кривизны (2.9), компоненты тензора кривизны { }a
bKLR  которой 

имеют строение (2.10); 
б) в соответствующем касательном расслоении 2( )n nA  (в расслоении 

плоскостей x) аффинную связность  с кручением i
KLR  (2.12), 2-формой кри-

визны (2.13) и тензором кривизны (2.14). 
Связность  назовем нормальной центроаффинной связностью (в рас-

слоении нормалей 2( )x  1-го рода) -подрасслоения, а связность  — 

касательной аффинной связностью -подрасслоения данного H(, L)-рас-
пределения. 

4. Введем в рассмотрение центроаффинную связность  в расслое-
нии 1( )n nA  нормалей 1-го рода L-подрасслоения. 

Структурные уравнения нормального расслоения 1( )n nA  пред-

ставим в виде ( ,i k  {i, n}): 

 
, ,

, ,

j j j j jk i i
i i k i n n ni

n k n n n n
j j j n nk

D d

d d

         

       









 (2.15) 

где 

 

1 1
1 [ |1| ] [ | | ]

1 1
1 [ |1| ]

1 1
1 [ |1| ]

1 1
1 [ |1| ] [ || ]

( )

,

,

,

( )

j j j j jn n K L
i i i n i K L i K n L

j K L
iKL

j j j K L
n n n K L

j K L
nKL

n n n K L
j j j K L

n K L
jKL

n n i n n i n K
n n n i n K L n K i L

R

R

R

              

  

         

  

         

  

             

,

L

n K L
nKLR



  

 (2.16) 

 

1
[ |1| ] [ | | ]

1 1
[ |1| ] [ |1| ]

1
[ |1| ] [ || ]

,

, ,

.

j j jn
iKL i K L i K n L

j j n n
nKL n K L jKL j K L

n n i n
nKL n K L n K i L

R

R R

R

     

     

     

 (2.17) 
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Для нормального расслоения 1( )n nA  соответствующее касатель-

ное расслоение 1( )nA  есть расслоение прямых Lx (L-подрасслоение), 

структурные уравнения которого имеют следующий вид: 

 
1 1 1 1

1

1 1 1
1 1 1

, ,

,

K L K K L
L KL

K L
KL

d d R

d R

          

     
 (2.18) 

где 

 1 1 1
[ | | ] [ || ].
n i

KL K n L K i LR        (2.19) 

Из соотношений (2.15)—(2.19) согласно работам [10; 11] следует 
Теорема 5. В расслоении 1( )n nA  нормалей 1-го рода L-подрасслоения 

H(, L)-распределение индуцирует центроаффинную связность , слоевыми 
формами которой являются формы 

, , , ,j j n n
i n j n     

2-формами кривизны — (2.16), а компоненты тензора кривизны имеют стро-
ение (2.17). 

В касательном расслоении 1( )nA  прямых Lx H(, L)-распределение ин-

дуцирует внутреннюю аффинную связность  с кручением 1
1KLR  (2.19),  

2-формой кривизны 1
1 , тензор кривизны 1

1{ }KLR  которой имеет строение 
(2.10). 

Связность  назовем нормальной центроаффинной связностью, а связ-
ность  — касательной аффинной связностью оснащенного -подрасслое-
ния данного H(, L)-распределения. 
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